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اول مرتبه منطق

جدید منطقͬ به نیاز ١-١

رسول آنگاه است، مسعود از کوچͷ تر علͬ و است علͬ از کوچͷ تر رسول اگر .١-١-١ مثال
است. مسعود از کوچͷ تر

صورت بندی گزاره ها منطق از استفاده با را مثال این در شده گرفته بͺار استدلال بخواهیم اگر
رسید: خواهیم فرمولͬ چنین به کنیم

p ∧ q → r,

«علͬ برای را q اتمͬ فرمول است»، علͬ از کوچͷ تر «رسول برای را p اتمͬ فرمول آن در که
این گرفته ایم. نظر در است» مسعود از کوچͷ تر «رسول برای را r و است» مسعود از کوچͷ تر
را نکته این طرفͬ، از ͬ آید. م بر گزاره ها منطق از استدلال این درباره که است کاری بهترین عملا́
مستقل هم از کاملا́ کذبشان و صدق و یͺدیͽرند از مجزا کاملا́ اتمͬ فرمول های که آورید یاد به
q درون در آنچه و ͬ گذرد م p درون در آنچه بین ارتباطͬ هیچ گزاره ها، منطق دیدگاه از یعنͬ است.

ندارد. وجود ͬ گذرد م
به که دارد وجود نتیجه و مفروضات بین ارتباطͬ واقعاً فوق، استدلال در که ͬ بینیم م ما اما،
منطق اما ͬ کنند. م صحبت بودن» «کوچͷ تر درباره ͬͽهم که چرا ͬ گردد م بر آنها درونͬ ساختار

ͬ دهد. نم ما به را آنها درونͬ ساختار تحلیل امͺان گزاره ها
از زوجͬ هر درباره ͬ توان م را بودن» «کوچͷ تر خاصیت که ͬ گردد برم این به مسئله طرفͬ، از
دنبالش به که منطقͬ اگر پس است». y از کوچͷ تر x» بͽوییم ͬ توانیم م مثلا́ یعنͬ برد؛ به کار افراد
فوق مثال (در آنهاست درباره ما استدلال که مجموعه ای عناصرِ برای که بدهد اجازه ما به هستیم
نمادی که بدهد را اجازه این دیͽر طرف از و کنیم استفاده «متغیر»هایی از «انسان ها»)، مجموعه



جدید منطقͬ به نیاز ١-١ ١ فصل

کنیم: صورت بندی شͺل این به را فوق استدلال ͬ توانیم م آنگاه باشیم، داشته J(x, y) شͺل به مثلا́

J(Rasoul, Ali) ∧ J(Ali,Massoud) → J(Rasoul,Massoud). (١-١-١)

منطق از بیشتری انتظار عملا́ ما که ͬ بینیم م کنیم، نگاه (١-١-١) معادله به بیشتری دقت با اگر
درباره متغیرها بر علاوه را J(x, y) شͺل به موجوداتͬ بتوانیم اینکه، آن و داریم نظرمان مورد
نمادهایی زبانمان در ͬ خواهیم م یعنͬ ببریم. بͺار هم «مسعود» و «علͬ» «رسول»، مثل «چیزهایی»
به ما کنیم؛ استفاده «علͬ» یا «رسول» مثل چیزهایی نمایش برای آنها از بتوانیم که باشیم داشته
که است این دارند متغیری نمادهای با نمادها این که تفاوتͬ گفت. خواهیم ثوابت» «نماد آنها
به کردیم، تعریف دقت به را لازم مفاهیم وقتͬ ͬ مانند! م ثابت پایان تا کردیم «تعبیر» را آنها وقتͬ

دید. خواهیم دقیق تر را توضیحات این و گشت خواهیم باز ١-١-١ مثال
کنید: دقت مولانا از زیبا شعر این در شده گرفته بͺار استدلال به حال

.١-١-٢ مثال
نیست ممتاز رˀخش از زنگار زانک نیست غمˁاز چرا دانͬ آینه ات
خداست١ خورشید نور شعاع پر جداست آلایش زنگ کز آینه

استفاده مولانا استدلال صورت بندی برای گزاره ها منطق از بخواهیم اگر ،١-١-١ مثال به شبیه
بͽیریم٢: نظر در زیر شͺل به اتمͬ فرمول هایی ͬ توانیم م کنیم،

p : است پاک ,آیینه q : است نور پر ,آیینه
r : است پاک تو ,آیینه s : است پرنور تو .آیینه

«آیینه و است» پاک «آیینه برای که نداریم این جز چاره ای ما گزاره ها منطق در ͬ بینیم م که همان طور
جمله دو این درونͬ ارتباط مجدداً کار این با که بͽیریم نظر در مجزا اتمͬ فرمول دو است» پاک تو

داشت: خواهد چنینͬ این صورتͬ گزاره ها، منطق در فوق استدلال پس گرفته ایم. نادیده را

{p → q,¬s} ⊢ ¬r.

ͬ شود: م شͺل این به استنتاج قضیه از استفاده با که

(p → q) ∧ ¬s → ¬r.

ما اختیار در اول مرتبه منطق که امͺانͬ از استفاده با اما باشد. توتولوژی ͷی ͬ تواند نم اساساً که
«آیینه برای T (x) مانند نمادی و است» نور پر x «آیینه برای P (x) مانند نمادی ͬ توانیم م ͬ دهد م قرار

اول دفتر معنوی، ١مثنوی

منظور شعر این در است مشخص که ٢همان طور
است. بودن نور» «پر همان بودن «غمˁاز» از

۴



جدید منطقͬ به نیاز ١-١ ١ فصل

بͽیریم. نظر در t مانند «تو» برای ثابت نمادی ͬ توانیم م همچنین، بͽیریم. نظر در است» پاک x
است: شͺل این به کنیم،  نگاه مثال این دوم مصرع در موجود استدلال به بیشتری دقت با اگر

است» نور پر آیینه اش است، پاک آیینه اش که کسͬ «هر
معنای به که دارد بیشتر چیزی ١-١-١ مثال در شده گرفته بͺار استدلال از استدلال این اما،
داده ایم،  را متغیرها از استفاده اجازه اول مرتبه منطق در ما که آنجا از ͬ گردد. برم کسͬ» «هر عبارت
علاوه بنابراین، باشیم. داشته منطق این در نیز را «x هر «برای مانند عباراتͬ بتوانیم که است طبیعͬ
در گرفت. خواهیم نظر در منظور این برای ∀ مانند نمادی  {¬,∧,∨,→,↔} منطقͬ نمادهای بر

گرفت: خواهد را زیر صورت فوق عبارت نتیجه،

∀x(T (x) → P (x)). (١-١-٢)

مانند خاص چیز ͷی برای باشد، برقرار xها همه برای عبارتͬ اگر کنیم فکر که است طبیعͬ طرفͬ از
بͽیریم: نتیجه را زیر عبارت بتوانیم (١-١-٢) معادله از که است طبیعͬ یعنͬ باشد. برقرار نیز t

T (t) → P (t). (١-١-٣)

خواهیم تخصیص» «قاعده آنرا و کرد خواهیم اضافه منطقمان به که است جدیدی اصل واقع،  در این
شد: خواهیم زیر شͺل به مولانا استدلال صورت بندی به موفق ما نهایتاً، پس خواند.

۱.∀x(T (x) → P (x)) مفروضات
۲.T (t) → P (t) تخصیص قاعده
۳.¬P (t) مفروضات
۴.¬P (t) → ¬T (t) نقیض و عکس و ٢
۵.¬T (t) MP ، ٣،۴.

یافت: خواهد را نهایی شͺل این که

{∀x(T (x) → P (x)),¬P (t)} ⊢ ¬T (t).

شده تشͺیل زیر بخش های از ͬ دهیم م نشان Lfo با را آن که اول١ مرتبه منطق زبان .١-١-٣ تعریف
است:

پرانتزهای و ،∃ وجودی۴ سور ، ∀ عموم٣ͬ سور ،{¬,∧,∨,→,↔} منطق٢ͬ رابط های مجموعه (١)
ͬ نامیم. م زبان منطقͬ بخش را زبان از بخش این چپ. و راست

١the language of first-order logic
٢logical connectives
٣universal quantifier

۴existential quantifier

۵



جدید منطقͬ به نیاز ١-١ ١ فصل

x۱, x۲, . . . , xn, . . . متغیرها۵: از شمارش پذیر بی نهایت (٢)

a۱, a۲, . . . , an, . . . : ثوابت١ برای نمادها از شمارش پذیر بی نهایت (٣)

: محمول٢ͬ نمادهای از شمارش پذیر بی نهایت (۴)

{
{An

k}n∈ω
}
k∈ω = A۱

۱, A
۱
۲, . . . , A

۲
۱, A

۲
۲, . . .

: تابع٣ͬ نمادهای از شمارش پذیر بی نهایت (۵)

{
{fn

k }n∈ω
}
k∈ω = f۱

۱ , f
۱
۲ , . . . , f

۲
۱ , f

۲
۲ , . . .

مشخص را نماد آن بودن موضعͬ چند بالانویس ها تابعͬ، و محمولͬ نمادهای در که کنید دقت
است. موضعͬ ۲ تابعͬ نماد پنجمین f۲

۵ مثلا́ ͬ کنند. م
ͬ کنیم. م تعریف استقرائͬ شͺل به را خوش ساخت فرمول های مجموعه ما گزاره ها منطق به شبیه
که داریم دیͽری استقرائͬ مجموعه خوش ساخت، فرمول های بر علاوه ما اول مرتبه منطق در اما
و صدق به ا˚تّصاف قابل فرمول ها خلاف بر مجموعه این اعضای ͬ گوییم. م ترم ها مجموعه آن به

آمد. خواهد بدست مثال ها طͬ در ترم ها ماهیت از ملموس تری درک نیستند. کذب

مجموعه ای کوچͺترین ͬ شود، م داده TERMنمایش با که زبان ترم های۴ مجموعه .۴-١-١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به استقرائͬ نحوی به که است

هستند. TERM به متعلق ثوابت نمادهای و متغیرها همه (١)

آنگاه باشد، زبان از متغیره ای n تابعͬ نماد fn
k و TERM عضو t۱, . . . , tn که صورتͬ در (٢)

است. TERM به متعلق نیز fn
k (t۱, . . . , tn)

ͬ شود، م داده نمایش FORM با که زبان خوش ساخت۵ فرمول های مجموعه .۵-١-١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به استقرائͬ نحوی به که است مجموعه ای کوچͺترین

An
k(t۱, . . . , tn) آنگاه باشد، زبان از موضعͬ n Anمحمولͬ

k نماد و t۱, . . . , tn ∈ TERM اگر (١)
ͬ نامیم. م اتم۶ͬ فرمول های را فرمول هایی چنین است. خوش ساخت فرمولͬ

((∃xi)A) و (¬A), ((∀xi)A) آنگاه زبان، از متغیری xi و باشد فرمول ͷی A که صورتͬ در (٢)
هستند. فرمول ͷی نیز

۵variables
١constant symbols
٢predicate symbols
٣function symbols

۴term
۵well-formed formulas
۶atomic formulas

۶



جدید منطقͬ به نیاز ١‐١ ١ فصل

آنگاه باشد،  {∧,∨,→,↔} منطقͬ رابط های از ͬͺی ∗ و A۱,A۲ ∈ FORM که صورتͬ در (٣)
است. فرمول ͷی نیز (A۱ ∗ A۲)

دقت ͬ شود. م نامیده ∀xi سور دامنه١ را A فرمول ،((∀xi)A) مانند فرمولͬ در .۶-١-١ تعریف
همان داریم ذهنمان در ((∀xi)A) از که آنچه حالاتͬ، چنین در نباشد؛ xi شامل ͬ تواند م A که کنید

است. A

.١-١-٧ قرارداد

نیز اول مرتبه منطق در شدند بیان گزاره ها منطق در که پرانتزها حذف به مربوط قواعد همه (١)
گرفت. خواهیم بͺار آزادانه را آنها ما و صادقند

به ∀x۱A۱
۱(x۱)∧A۲

۱(a۱, x۲) مثلا́ ͬ کنند. م عمل منطقͬ دیͽر رابط های همه از قوی تر سورها (٢)
مندلسون کتاب در آنچه از قرارداد این بود. خواهد (((∀x۱)A۱

۱(x۱))∧A۲
۱(a۱, x۲)) معنای

است. داده قرار {→,↔} و {∧,∨} بین را سورها کتاب، است. بهتر آمده

و ͬ نویسیم م را سور ͷی تنها ما باشند، آمده هم سر پشت جنس ͷی از سور چند که زمانͬ (٣)
زیر: شͺل به فرمولͬ مثلا́، ͬ دهیم. م قرار هم سر پشت را متغیرها بقیه

((∀x۱)(∀x۳)(∃x۵)(∃x۶)(∃x۷)(∀x۱۱)(∀x۱۲)A)

ͬ نویسیم: م شͺل این به را

∀x۱x۳∃x۵x۶x۷∀x۱۱x۱۲A.

.١-١-٨ مثال

زبان: ترم های از مثال هایی (١)

x۵۴, a۷, f۱
۵ (x۵۴), f۲

۲ (a۷, a۷), f۳
۶
(
a۱, f

۱
۵ (x۵۴), f

۲
۲ (a۷, a۷)

)
, . . .

اتمͬ: فرمول های از مثال هایی (٢)

A۱
۲(x۳), A۲

۳(x۳, a۲), A۳
۱
(
f۲
۲ (a۲, x۳), f

۱
۵ (x۵۴), a۴

)
, . . .

١scope

٧



جدید منطقͬ به نیاز ١-١ ١ فصل

زبان: دیͽر فرمول های از مثال هایی (٣)

(۱− ۳) A۱
۲(x۳) ∨ ¬A۲

۳(x۴, a۲),

(۲− ۳) ¬A۱
۱(x۱) → ∀x۱A

۲
۱(x۲, a۱),

(۳− ۳) ∀x۳A
۱
۱(x۳) → ∃x۵۴A

۳
۱
(
f۲
۲ (a۲, x۳), f

۱
۵ (x۵۴)

)
,

(۴− ۳) ∀x۱x۲∃x۳x۴
(
A۲

۱(x۱, x۳) ∧ A۲
۱(x۳, x۲) ∧ A۲

۱(x۱, x۴)
)
,

. . .

.١-١-٩ قرارداد

مانند نمادهایی از متغیرها برای نباشد، ابهامͬ امͺان جا هر نوشته هایمان، شدن ساده تر برای (١)
ͬ کنیم: م استفاده زیر

x, y, z, w, x′, y′, z′, w′, y۱, z۱, w۱, y۲, z۲, w۲ . . .

هستند. ای xj شͺل به اصل در نمادها این از ͷی هر که است این داریم ذهن در آنچه

مانند نمادهایی از محمول ها برای ندارد، وجود ابهامͬ امͺان که جایی در مجدداً همچنین، (٢)
ͬ کنیم: م استفاده زیر

A(x, y), R(x, y, z), P (x), J(x, y), R۲(y, z), T۳(z), . . .

تعداد از است، موضعͬ چند R(x, y, z) مانند محمولͬ اینکه است، مشخص که همانطور
محمول ͷی بودن موضعͬ چند که داشتیم احتیاج جایی اگر اما ͬ شود م معلوم متغیرهایش
J۲ ͬ نویسیم م مثلا́ گیریم؛ مͬ نظر در آن برای مناسب بالانویسͬ کنیم، مشخص صراحتاً را

.J۲(x, y) یا

برای زیر مثل نمادهایی از نبود ابهامͬ هرجا و ͬ گیریم م کار به نیز توابع درباره را فوق قاعده (٣)
ͬ گیریم: م بهره توابع دادن نشان

f(x), g(x, y), h(x, y, z), f۱(x, y), g۲(x), . . .

باشد متغیر تعدادی شامل فرمول ͷی است ممͺن است، مشخص بالا مثال های از که همان طور
از (٣) قسمت در که فرمول هایی به مثلا́ نه. یا بͽیرند قرار سور ͷی دامنه در متغیرها این که
دامنه در هم و وجودی سور در هم (٣-٣) فرمول در x۵۴ متغیر کنید. دقت آوردیم ١-١-٨ مثال

نیست. سوری هیچ دامنه در (٣-١) فرمول در x۳ یا و است. گرفته قرار آن
شویم: قائل تمایز متغیرها این بین مایلیم ما شد خواهد مشخص مرور به که دلایلͬ به بنا

٨
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.١-١-١٠ تعریف

سوری در متغیر این اگر ͬ نامیم م بسته١ وقوعͬ را فرمول ͷی در x مانند متغیر ͷی وقوع̧ (١)
این غیر در باشد. شده واقع سوری چنین دامنه در یا و ∃x مثل وجودی یا ∀x مثل عمومͬ

ͬ نامیم. م ٢ آزاد را وقوع آن صورت، 

فرمول آن در آزاد(بسته) وقوعͬ x هرگاه ͬ نامیم م آزاد(بسته) A مانند فرمولͬ در را x متغیر (٢)
باشد. داشته

،١-١-٨ مثال در مثلا́ بسته. هم و باشد آزاد هم فرمول ͷی در متغیر ͷی است ممͺن بنابراین، 
وقوع ͷی دارای (٣-٢) فرمول در x۱ متغیر یا هستند. آزاد (٣-١) فرمول در x۴ و x۳ متغیرهای
که کنید دقت دارد؛ آزاد وقوعͬ تنها فرمول این در x۲ متغیر آنکه حال است، بسته وقوع ͷی و آزاد
و است. آزاد وقوعش نیست x۲ درباره سور آن چون اما دارد قرار ∀x۱ شͺل به سوری دامنه در x۲

پس است. آزاد آخری و بسته اولͬ تای دو که است وقوع سه دارای x۳ متغیر ،(٣-٣) فرمول در یا
بسته. هم و است آزاد هم فرمول این در x۳

فرمولͬ در xi۱ , . . . , xin متغیرهای از بعضͬ که دهیم نشان ͬ خواهیم م که وقتͬ .١-١-١١ قرارداد
اولا˟، که کنید دقت ͬ نویسیم. م A(xi۱ , . . . , xin) شͺل به را فرمول این دارند، آزاد حضوری A مانند
در {xij}nj=۱ متغیرهای از ͷی هر حتماً که نیست معنͬ این به A(xi۱ , . . . , xin) ͬ نویسیم م وقتͬ
{xij}nj=۱ از غیر دیͽری آزاد متغیرهای است ممͺن ثانیاً، و شده اند. ظاهر آزاد متغیری عنوان به A

باشند. A در هم

کارمان به که دید خواهیم زودی به اما برسد نظر به اضافͬ یا عجیب است ممͺن بالا قرارداد
آمد. خواهد

متغیر فاقد که فرمولͬ هر ͬ نامیم. م بسته٣ ترمͬ باشد، متغیر فاقد که را ترمͬ هر .١-١-١٢ تعریف
نامیم. جمله۵ یا بسته۴ فرمول را باشد آزاد

١bound occurrence
٢free occurrence
٣closed term

۴closed formula
۵sentence

٩
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ساختار و تعبیر ١-٢

چه A۱
۱(a۱) مثلا́ اول، مرتبه فرمولͬ که بدانیم ͬ خواهیم م اول، مرتبه منطق زبان اجزاء معرفͬ از بعد

موضعͬ ͷی محمولͬ که است این ͬ دانیم م فرمول این درباره که چیزی تنها است؟ «درست» زمانͬ
محمول این که کنیم فکر ͬ توانیم م ͬ کند. م ادعا را a۱ مانند ثابتͬ درباره خودش صدق و است
«رسول» «علͬ»، مثلا́ است فردی هم a۱ طبیعتاً صورت، این در که است «a۱ بودن ͷکوچ» درباره
طبیعتاً هم a۱ صورت این در و باشد عدد ͷی بودن» «زوج درباره ͬ تواند م محمول همین اما . ... یا
عدد ͷی بودن» «گنگ درباره ͬ تواند م محمول همین یا .۳ هم شاید یا و ۲ مانند بود خواهد عددی

.۱+
√
۵

۲ طلایی نسبت یا باشد ۱۱
۳ مانند عددی a۱ و کند صحبت

تنها ͬ دانیم! نم را نه یا است «درست» A۱
۱(a۱) که سؤال این پاسخ ما که است این واقعیت

فرمول آن از دقیقمان «منظور» که کنیم تعیین را فرمول ͷی کذب و صدق بود خواهیم قادر زمانͬ
«تعبیر» نامید. خواهیم «تعبیر» را آن که است چیزی «منظور»! از ما منظور باشیم. کرده مشخص را

ͬ کند. م ملموس ما برای را اول مرتبه فرمول ͷی «معنای» که است چیزی آن واقع در
مرتبه منطق دیدگاه از ریاضͬ ساختارِ ͷی یا موضوع ͷی بررسͬ برای دید، خواهیم که آنچنان ما،
زبان منطقͬ بخش البته، نداریم. نیاز اول مرتبه منطق زبان در موجود نمادهای همه به لزوماً اول،
موضوع مͽر داشت، خواهیم نیاز را متغیر نامتناهͬ همواره ما همچنین، است. نیاز مورد همواره
١٠٠ از کمتر طبیعͬ اعداد همه بخواهیم که زمانͬ مثلا́ باشد، داشته متناهͬ ماهیتͬ بررسͬ مورد
تعداد ͬ توانیم م بررسͬ، مورد موضوع̧ به بسته بنابراین کنیم. بررسͬ اول مرتبه منطق دیدگاه از را

کنیم. انتخاب را محمولات و توابع ثوابت، نمادهای از مناسبی

.١-٢-١ تعریف
L‐تعبیر١ ͷی از منظور ،M مانند ناتهͬ مجموعه ای و L مانند Lfo از مجموعه ای زیر برای (١)

ͬ کند: م عمل زیر شͺل به که IM مانند تابعیست

ͬ کند. م نظیر را M از عضوی ،a ∈ L ثابت نماد هر به IM (١-١)
تعبیر یعنͬ، ͬ کند. م نظیر M به Mn از تابعͬ ،L از n‐موضعͬ تابعͬ نماد هر به IM (١-٢)

است: زیر شͺل به تابعͬ fn
k ∈ L }هر

IM(fn
k ) : M

n −→ M

m̄ 7→ (IM(fn
k ))(m̄)

ͬ کند. م نظیر را Mn از زیرمجموعه ای ،L از n‐موضعͬ محمولͬ نماد هر به IM (١-٣)

و تابعͬ عضوی، ترتیب به زبان از محمولͬ و تابعͬ ثابت، نماد هر به IM خلاصه، طور به
.I ͬ نویسیم م IM جای نباشد، به اشتباهͬ امͺان جا هر ͬ کند. م نظیر M در محمولͬ

١interpretation

١٠
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ͬ نامیم. م I ٢ سخن̞ جهانِ یا جهان دامنه، مرجع، مجموعه تعبیر، مرجع̧ را M مجموعه (٢)

باشد. M مرجع مجموعه با L‐تعبیر ͷی IM کنید فرض .١-٢-٢ تعریف

آن و ͬ نامیم م L‐ساختار١ یا L‐ساخت ͷی را آن در L عناصر تعبیر همراه به M مجموعه (١)
ͬ دهیم: م نمایش زیر یافته تفصیل شͺل به گاهͬ و M با را

M =
⟨
M, {IM(a)}a∈L , {IM(fn

k )}fn
k ∈L , {IM(An

k)}An
k∈L

⟩
.

نمایش aM با را آن و ͬ نامیم م M در a تعبیر را IM(a) باشد، زبان از ثابتͬ نماد a ∈ L اگر (٢)
نمایش (fn

k )
M با را IM تحت آن تعبیر ،fn

k مانند زبان در تابعͬ نماد هر برای ͬ دهیم. م
نشان (An

k)
M با را تعبیرش که An

k ∈ L مانند محمولͬ هر برای مشابه طریق به ͬ دهیم. م
ͬ دهیم. م

L‐ساختار جای به نباشد، ابهامͬ و اشتباه امͺان و بوده روشن منظورمان که هرجا .١-٢-٣ قرارداد
تعبیر. و ساختار گفت خواهیم تنها L‐تعبیر و

نظر در است موضعͬ دو محمولͬ نماد دو شامل تنها که L = {A۲, R۲} زبان .۴-١-٢ مثال
بͽیرید.

IM مانند تعبیری از استفاده با ͬ توانیم م صورت این در باشد M := {−۱,۰,۱} کنید فرض
به را M۲ از مجموعه زیر دو باید کار این برای کنیم. L‐ساخت ͷی به تبدیل را M مجموعه

کنیم: معرفͬ R و A تعبیرهای عنوان به ترتیب

IM(A۲) = N۱ := {(x, y) ∈ M۲|x = y},

IM(R۲) = N۲ := {(x, y) ∈ M۲|x < y}.

همراه به M پس ͬ شوند. م تعبیر «ترتیب» با R محمول و «تساوی» با M در A محمول واقع در پس
ͬ شود: م زیر L‐ساخت به تبدیل تعبیرها این

M = ⟨M,N۱, N۲⟩.

داشت: خواهیم عملا́ و

(A۲)M = N۱ = {(−۱,−۱), (۰,۰), (۱,۱)},
(R۲)M = N۲ = {(−۱,۰), (−۱,۱), (۰,۱)}.

٢domain or universe
١structure

١١
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کرد: تعریف زیر شͺل به I ′
M مانند دیͽر L‐تعبیری مرجع، مجموعه همین روی ͬ توان م

I ′
M(A۲) = N ′

۱ := {(x, y) ∈ M۲|x = y},

I ′
M(R۲) = N ′

۲ := {(x, y) ∈ M۲|x+ y = ۰}.

یعنͬ قبلͬ، مرجع مجموعه همان روی M′ مانند دیͽری L‐ساخت آمدن بدست به منجر تعبیر، این
ͬ شود: م ،M

M′ = ⟨M,N ′
۱, N

′
۲⟩,

داریم: آن برای که

(A۲)M
′
= N ′

۱ = {(−۱,−۱), (۰,۰), (۱,۱)},
(R۲)M

′
= N ′

۲ = {(۰,۰), (−۱,۱), (۱,−۱)}.

مراجعه زیر تمرین (به کرد؟ تعریف M سخن جهان با ͬ توان م دیͽر L‐تعبیر چند .۵-١-٢ سؤال
کنید)

است. عضوی n مجموعه ای M کنید فرض .۶-١-٢ تمرین

به تبدیل را M ͬ توان م طریق چند به باشد، موضعͬ ͷی محمول ͷی تنها شامل زبانͬ L۱ اگر (١)
ͬ توان م M مرجع مجموعه با مختلف L۱‐تعبیر چند دیͽر، بیان به کرد؟ L۱‐ساختار ͷی

کرد؟ تعریف

٣‐موضعͬ محمول ͷی و ٢‐موضعͬ محمول ͷی ثابت، نماد ͷی شامل زبانͬ L۲ اگر (٢)
کرد؟ تبدیل L۲‐ساختار ͷی به را M ͬ توان م طریق چند به باشد،

متغیرها ،L زبانِ در موجود ترم های تنها فوق، مثال های در ͬ بینید، م که همان طور .١-٢-٧ تذکر
توابع. از نه و هست خبری ثوابت از نه L در که است این علت هستند.

مثالمان اینکه برای کنیم. اقدام ١-١-١ مثال دقیق صورت بندی به قادریم حالا .١-٢-٨ مثال
ͬ دهیم: م تغییر زیر شͺل به را آن صورت شود، بهتر کمͬ

است، علͬ از کوچͷ تر مسعود برادر و است مسعود برادر از کوچͷ تر رسول «اگر

است» علͬ از کوچͷ تر رسول آنگاه

نماد ͷی موضعͬ، دو محمولͬ نماد ͷی شامل ترتیب به که L = {J۲, f۱, a۱, a۲, a۳} زبان
مجموعه را M مرجع مجموعه ͬ گیریم. م نظر در را است ثوابت برای نماد سه و موضعͬ، ͷی تابعͬ

١٢
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ͬ کنیم: م تعریف شͺل این به را IM تعبیر و گرفته انسان ها همه

IM(a۱) := ,رسول
IM(a۲) := ,علͬ
IM(a۳) := ,مسعود
IM(f۱) := ͬ کند م نظیر برادرش به را فرد هر که ,تابعͬ
IM(J۲) := {(x, y) ∈ M۲| است y از کوچͷ تر x}.

داشت: خواهیم زیر شͺل به L‐ساختͬ تعبیر، این با پس

M =
⟨
M, IM(J۲), IM(f۱),علͬ,رسول, مسعود

⟩
.

ͬ شود: م زیر شͺل به A مانند فرمولͬ فوق، استدلال و

J۲(a۱, f
۱(a۳)) ∧ J۲(f۱(a۳), a۲) → J۲(a۱, a۲).

M در A آیا که است این سوال حال است. جمله ͷی یا و بسته فرمولͬ A ͬ بینیم م که همانطور
است؟ «درست»

درست زمانͬ چه A(x) مانند فرمولͬ برگردیم. کردیم مطرح بخش این ابتدای در که سوالͬ به
است؟

که L زبان در مثلا́ است. جمله ͷی یعنͬ ندارد، آزادی متغیر ما فرمول که کنید فرض ابتدا در
بͽیرید: نظر در را زیر فرمول شد، معرفͬ ۴-١-٢ مثال در

∀x∃yR۲(x, y).

فرمول این ،I تعبیر تعریف به توجه با بͽیریم، نظر در مثال همان از M ساختار در را جمله این اگر
که دارد وجود عنصری ،M یعنͬ سخن، جهان در عضو هر ازای به که ͬ کند م بیان شهودی طور به
عضوی چنین ۱ برای مثلا́ زیرا است. غلط M در جمله این بنابراین، است. آن از بزرگ تر اکیداً
معنای که ͬ بینیم م کنیم، بررسͬ مثال همان از M′ در را جمله این درستͬ اگر اما ندارد. وجود
صفر آن با جمعش که هست M در عضوی عضوی، هر برای زیرا است. درست M′ در آن شهودی

بشود.

۴-١-٢ مثال از M′ و M ساختارهای در زیر فرمول های آیا که کنید تحقیق .١-٢-٩ تمرین
اشاره مورد تعبیرهای اساس بر که شهودی معنای به توجه با را کار (این غلط؟ با هستند درست

دهید) انجام ͬ شود م دریافت

١٣
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.∃x∀yR۲(x, y) (١)

.∃x∀y(¬A۲(x, y) → R۲(x, y)) (٢)

.∃x∀yR۲(y, x) (٣)

باشد. طبیعͬ اعداد مجموعه M = N و باشد L = {A۲, f۲, a۱, a۲} کنید فرض .١-٢-١٠ مثال

کنیم. تعبیر طبیعͬ اعداد جمع با را f۲ و ۱ و ۰ با ترتیب به را a۲ و a۱ تساوی، با را A۲توانیم ͬ م
یعنͬ:

(a۱)
M = ۰, (a۲)M = ۱,

شود: تعریف زیر شͺل به x, y ∈ M عضو دو هر ازای به که بͽیریم تابعͬ را (f۲)M و

(f۲)M(x, y) := x+ y.

است: زیر شͺل به M یافته تفصیل صورت پس

M = ⟨N,۰,۱,+,=⟩.

ͷی شماره جملات که کنیم تحقیق ͬ توانیم م داریم سورها معنای از که شهودی تصویر به توجه با
هستند: درست M در زیر در چهار تا

(۱) ∀xA۲(f۲(x, a۱), x)

(۲) ∀xyA۲(f۲(x, f۲(y, a۲)), f
۲(f۲(x, y), a۲))

(۳) ∀xyA۲(f۲(x, y), f۲(y, x))

(۴) ∀xyzA۲(f۲(f۲(x, y), z), f۲(x, f۲(y, z)))

(۵) ∀x∃yA۲(f۲(x, y), a۱)

جملات از ͷی هر معنای ،١-٢-١٠ مثال در شده گرفته کار به تعبیر به توجه با .١-٢-١١ تمرین
بنویسید. M L‐ساختار در را ۵ تا ١

زبان در را زیر شͺل به فرمولͬ مثلا́ است، آزادی متغیر دارای که داریم فرمولͬ کنید فرض اما
بͽیرید: نظر در ۴-١-٢ مثال از L

∃yR۲(x, y).

وجود «عنصری است: چیزی چنین ͷی بͽیریم، نظر در M ساختار در را آن شهودی معنای اگر
کدام به x که نیست مشخص ما برای ͬ بینیم، م که همان طور است». بزرگ تر اکیداً x از که دارد
وضعیت کنیم، بررسͬ هم M′ در را فرمول این که صورتͬ در ͬ کند. م اشاره مرجع مجموعه عضو

ͬ آید. م پیش مشابهͬ

١۴



ساختار و تعبیر ١-٢ ١ فصل

وضعیتͬ چنین به باشد، آزاد متغیری حاوی که باشیم فرمولͬ بررسͬ مشغولِ هرجا ما اساساً،
کلͬ، حالت در فرمول ͷی غلطͬ یا درستͬ دانستن برای که است دلیل همین به بود. خواهیم روبرو
برای هم را آزاد متغیرهای «معنای» که بیاوریم میان به هم را دیͽری موجود تعبیر، بر علاوه ناچاریم

نامید. خواهیم ارزش» «دنباله ͷی را موجود این کند. مشخص ما

متوجه آن، ͬ های ویژگ برخͬ اثبات و ارزش دنباله ͷی دقیق تعریف ارائه از بعد .١-٢-١٢ تذکر
آزاد متغیرهایی با فرمولͬ اینکه ،M مانند ‐ساختͬ L در که سوال این از ما منظور شد خواهیم
است جمله ای کذب و صدق بررسͬ معنای به عملا́ غلط، یا است درست A(xi۱ , . . . , xin) مانند
بستار ͬ نامیم؛ م A(xi۱ , . . . , xin)

١ عموم̞ͬ بستار را آن ما و ͬ آید م بدست A(xi۱ , . . . , xin) از که
آزاد متغیرهای همه روی عمومͬ سورهایی بستن بͺار از A(xi۱ , . . . , xin) مانند فرمول ͷی عمومͬ
بستار باشند، {xij}nj=۱ بین در A(xi۱ , . . . , xin) آزاد متغیرهای همه اگر یعنͬ ͬ آید. م بدست آن

بود: خواهد زیر شͺل به جمله ای آن، عموم̞ͬ

∀xi۱ · · · ∀xinA(xi۱ , . . . , xin).

ͷی از منظور باشد. L‐ساخت ͷی M و شده، داده L مانند زبانͬ کنید فرض .١-٢-١٣ تعریف
مانند است تابعͬ M توی به ارزش٢ دنباله

v : {xi}i∈ω −→ M,

xi در تابع این مقدار ما ͬ کند. م نظیر را مرجع مجموعه از عضوی زبان، متغیرهای از ͷی هر به که
داد. خواهیم نشان نیز vi با یا و v(i) با را

شده داده ارزش دنباله ͷی ازای به ͬ توان م است، استقرائͬ مجموعه ای زبان ترم های که آنجا از
کرد: v اساس بر زبان ترم هر مقدار یافتن به اقدام ،v مانند

به ارزشͬ دنباله v و L‐ساخت ͷی M شده، داده L مانند زبانͬ کنید فرض .١۴-١-٢ تعریف
M توی به ترم ها مجموعه از است تابعͬ ͬ دهیم، م نمایش v∗ با را آن که v ٣ توسیع̧ باشد. M توی

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به استقرائͬ نحو به که

ͬ کنیم م تعریف ،xi مانند متغیر هر ازای به (١)

v∗(xi) := v(xi).

١universal closure
٢a sequence of values

٣extension

١۵
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ͬ کنیم: م تعریف ،ai مانند زبان در ثابت نماد هر ازای به (٢)

v∗(ai) := (ai)
M.

t۱, . . . , tn ∈ مانند ترم هایی برای و fn
k ∈ L مانند n‐موضعͬ تابعͬ نماد هر ازای به (٣)

ͬ کنیم: م تعریف زیر شͺل به را v∗(fn
k (t۱, . . . , tn)) مقدار ،TERM

v∗(fn
k (t۱, . . . , tn)) := (fn

k )
M(v∗(t۱), . . . , v

∗(tn)).

ابهام امͺان که زمانͬ ،v ارزش دنباله ͷی و M مانند L‐ساختͬ ازای به .١۵-١-٢ نمادگذاری
کنید دقت .tM ͬ نویسیم م v∗(t) جای به زبان، در t مانند ترمͬ هر برای ندارد، وجود اشتباهͬ یا
توسیع هایشان و ارزش دنباله های همه تحت ندارد، متغیری که ترمͬ یعنͬ بسته، ترم ͷی مقدار که

است. یͺسان همواره

اگر که دهید نشان ترم ها روی استقراء با ،M مانند شده داده L‐ساختͬ ازای به .١۶-١-٢ تمرین
بود؛ خواهد مساوی هم با نیز آنها توسیع های آنگاه مساویند، هم با که باشند ارزش دنباله دو w و v

داریم: یعنͬ،
v∗ = w∗.

احتمالا˟ مͽر جا همه در هرگاه گوییم i‐هم ارز١ را w و v مانند ارزش دنباله دو .١-٢-١٧ تعریف
ͬ نویسیم م صورت این در باشد. متفاوت هم با مقدارشان xi در

v
xi= w یا v

i
= w.

دهیم. ارائه دلخواه فرمول ͷی صدق از دقیقͬ کاملا́ تعریف که آماده ایم حالا

١i-equivalent

١۶
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تعریف پذیری و صدق ١-٣

L‐ساختار ͷی به نسبت فرمول ͷی صدقِ یا شدن برآورده دیدیم، قبل بخش انتهای در که همان طور
ͬ شود. م تعیین ارزش دنباله ͷی و

.(ͬͺتارس صدق (تعریف ١-٣-١ تعریف
توسط A مانند فرمولͬ شدن١ برآورده ،v مانند ارزش دنباله ͷی و M مانند L‐ساختͬ ازای به

ͬ دهیم: م نمایش زیر نماد با را v و M

M |=v A یا (M, v) |= A.

آن از مدل٢ͬ یا ͬ کند م برآورده را A فرمول (M, v) زوج یا v و M که ͬ خوانیم م اینگونه را نماد این
را A مانند فرمولͬ (M, v) که حالتͬ در ͬ کند. م صدق v ارزش دنباله با M در A اینکه یا است.

ͬ نویسیم م نکند برآورده
M ̸|=v A یا (M, v) ̸|= A.

ͬ شود: م تعریف فرمول ها روی استقراء با مفهوم این

اگر تنها و اگر M |=v A صورت این در است، An
k(t۱, . . . , tn) مانند اتمͬ فرمولͬ A اگر (١)

باشیم داشته
(v∗(t۱), . . . , v

∗(tn)) ∈ (An
k)

M.

.M ̸|=v A یعنͬ نکند؛ برآورده را A فرمول (M, v) اگر تنها و اگر M |=v ¬A (٢)

.M |=v B باشیم داشته اینکه یا M ̸|=v A باشیم داشته اگر تنها و اگر M |=v A → B (٣)

.M |=v B و M |=v A باشیم داشته اگر تنها و اگر M |=v A ∧ B (۴)

.M |=v B یا M |=v A باشیم داشته اگر تنها و اگر M |=v A ∨ B (۵)

.M |=v B → A و M |=v A → B باشیم داشته اگر تنها و اگر M |=v A ↔ B (۶)

داشته باشد v با i‐هم ارز که w مانند ارزش دنباله هر ازای به اگر تنها و اگر M |=v ∀xiA (٧)
.M |=w A باشیم

و اگر دیͽر، عبارت به یا .M |=v ¬∀xi¬A باشیم داشته اگر تنها و اگر M |=v ∃xiA (٨)
بداریم آن برای و باشد v با i‐هم ارز که باشد داشته وجود w مانند ارزشͬ دنباله اگر تنها

.M |=w A
١being satisfied
٢M and v models A.

١٧
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کاملا́ است ملاحظه قابل که همان طور و ͬ نامند م ٣ͬͺتارس صدق تعریف را آمد بالا در آنچه
به عملا́ بالا تعریف هفتم قسمت است. منطبق فرمول ͷی شدن برآورده از ما انتظار و شهود با
همچنان A فرمول کنیم، تصویر سخن جهان اعضاء از ͷی هر به را xi متغیر اگر که معناست این

داریم. انتظار عمومͬ سور صدق از ما که است چیزی همان این و ͬ ماند م صادق
به تنها ارزش، دنباله ͷی به نسبت فرمول ͷی صدق که ͬ بینیم م آن از بعد گزاره و زیر لم در

دارد. بستگͬ فرمول آن آزاد متغیرهای در دنباله آن مقدار

هر ازای به باشند. M توی به ارزش دنباله دو w و v و L‐ساخت ͷی M کنید فرض .١-٣-٢ لم
و باشد t در شده گرفته بͺار متغیرهای همه مجموعه X = {xij}mj=۱ اگر ،t ∈ TERM مانند ترم

داشت خواهیم آنگاه ،v(xij) = w(xij) باشیم داشته xij ∈ X هر برای

v∗(t) = w∗(t).

ͬ کنیم. م ثابت ترم ها روی استقراء با را لم این برهان.
داریم ١۴-١-٢ تعریف بنابر باشد، ai مانند ثوابت برای نماد ͷی t اگر اول. قدم

v∗(t) = w∗(t) = aMi .

و فرض بنابر نتیجه در .xi ∈ X داشت خواهیم باشد، xi مانند متغیر ͷی t اگر دوم. قدم
داشت خواهیم ارزش دنباله ͷی توسیع̧ تعریفِ

v∗(t) = v∗(xi) = v(xi) = w(xi) = w∗(xi) = w∗(t).

است؛ برقرار t۱, . . . , tn برای حͺم و باشد fn
k (t۱, . . . , tn) شͺل به t که کنید فرض سوم. قدم

یͺسان tl در شده گرفته بͺار متغیرهای همه روی w و v مقدار اگر l ∈ {۱, . . . , n} هر ازای به یعنͬ
آنگاه باشد،

v∗(tl) = w∗(tl). (۴-١-٣)

یعنͬ است؛ رفته بͺار نیز t در باشد، رفته بͺار tlها از ͷی هر در که متغیری هر که کنید دقت حال
متغیرهای همه روی w و v فرض، بنابر طرفͬ، از است. X مجموعه از عضوی متغیری چنین هر
روی ارزش دنباله دو ،l ∈ {۱, . . . , n} هر ازای به نتیجه، در دارند. یͺسانͬ مقادیر  X در موجود
‐۴) معادله استقراء فرض̞ بنابر پس داشت. خواهند یͺسانͬ مقادیر tl در موجود متغیرهای همه

بود. خواهد برقرار (١-٣
٣Tarski’s definition of the truth

١٨



تعریف پذیری و صدق ١-٣ ١ فصل

داشت خواهیم ١۴-١-٢ تعریف بنابر حال،

v∗(t) = v∗(fn
k (t۱, . . . , tn)) = (fn

k )
M(v∗(t۱), . . . , v

∗(tn)),

با بود خواهد برابر (۴-١-٣) معادله بنابر که

w∗(t) = w∗(fn
k (t۱, . . . , tn)) = (fn

k )
M(w∗(t۱), . . . , w

∗(tn)).

�

ازای به باشند. M توی به ارزش دنباله دو w و v و L‐ساخت ͷی M کنید فرض .١-٣-٣ گزاره
شده گرفته بͺار آزاد متغیرهای همه مجموعه X = {xij}mj=۱ اگر ،A ∈ FORM مانند فرمول هر

داشت خواهیم آنگاه ،v(xij) = w(xij) باشیم داشته xij ∈ X هر برای و باشد A در

M |=v A ⇔ M |=w A.

ͬ کنیم. م ثابت فرمول ها روی استقراء با را گزاره این برهان.
هر ازای به ،١-٣-٢ لم بنابر آنگاه باشد، An

k(t۱, . . . , tn) مانند اتمͬ فرمولͬ A اگر اول. قدم
داشت خواهیم l ∈ {۱, . . . , n}

v∗(tl) = w∗(tl).

داشت خواهیم ،(١-٣-١ (تعریف صدق تعریف از (١) قسمت بنابر نتیجه، در

M |=v A ⇔ (v∗(t۱), . . . , v
∗(tn)) ∈ (An

k)
M

⇔ (w∗(t۱), . . . , w
∗(tn)) ∈ (An

k)
M

⇔ M |=w A.

w و v اگر نتیجه، در باشد؛ برقرار B درباره حͺم و باشد ¬B شͺل به A که کنیم فرض دوم. قدم
باشیم داشته آنگاه باشند، داشته یͺسانͬ مقادیر B آزاد متغیرهای همه روی

M |=v B ⇔ M |=w B.

از بنابراین، است. ͬͺی B و A فرمول دو در موجود آزاد متغیرهای مجموعه وضوح به طرفͬ، از
موجود آزاد متغیرهای روی یͺسانͬ مقادیر w و v که ͬ شود م نتیجه A فرمول درباره گزاره فرض̞

١٩
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داشت خواهیم استقراء، فرض بنابر پس، داشت. خواهند B در

M |=v B ⇔ M |=w B.

داریم ،(١-٣-١ (تعریف صدق تعریف از (٢) قسمت و فوق معادله از

M |=v A ⇔ M |=v ¬B

⇔ M ̸|=v B

⇔ M ̸|=w B

⇔ M |=w ¬B

⇔ M |=w A.

مجموعه باشد. برقرار C و B درباره حͺم و باشد B → C شͺل به A که کنیم فرض سوم. قدم
است. C و B در موجود آزاد متغیرهای مجموعه اجتماع با مساوی A در موجود آزاد متغیرهای همه
فرض بنابر پس دارند. یͺسانͬ مقادیر C و B در موجود آزاد متغیرهای همه روی w و v بنابراین،

داریم استقراء،

M |=v B ⇔ M |=w B, (۵-١-٣)

و

M |=v C ⇔ M |=w C. (۶-١-٣)

داریم یا و M ̸|=v B داریم یا صدق، تعریف از (٣) قسمت بنابر .M |=v A کنیم فرض حال
داشت خواهیم (۵-١-٣) معادله بنابر اول، صورت در .M |=v C

M ̸|=w B,

باشیم داشته که صورتͬ در .M |=w A ͬ دهد م نتیجه صدق تعریف از (٣) قسمت بنابر که
قسمت نیز، حالت این در .M |=w C داشت خواهیم (۶-١-٣) معادله از استفاده با ،M |=v C

.M |=w A که ͬ دهد م نتیجه صدق تعریف از (٣)
داشت خواهیم مشابهͬ استدلال با M |=w A که کنیم فرض اگر

M |=v A.

سوم. قدم به مشابه شش. تا چهار قدم
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که همان طور است. برقرار B درباره حͺم که باشد ∀xiB شͺل به A کنیم فرض هفتم. قدم
روشن تری تصویر اینکه برای است. برقرار B درباره حͺم که است این استقراء فرض ͬ دانیم، م

بنویسیم: دقیق شͺل به را استقراء فرض حالت این در بیایید باشیم داشته

که صورتͬ در w′ و v′ مانند ارزش دنباله دو هر ازای به استقراء: فرض
خواهیم آنگاه کنند،  اختیار یͺسانͬ مقادیر B آزاد متغیرهای روی w′ و v′

.M |=w′ B اگر تنها و اگر M |=v′ B داشت

ارزش دنباله هر ازای به صدق، تعریف از (٧) قسمت بنابر ،M |=v A باشیم داشته اگر حال
.M |=w ∀xiB که دهیم نشان ͬ خواهیم م .M |=v′ B داریم v′ مانند v با i‐هم ارز

w با i‐هم ارز ارزشͬ دنباله  w′ کنید فرض نباشد. B آزاد متغیرهای بین در xi اول. حالت
روی w′ مقدار پس .x ̸= xi داشت خواهیم است آزاد B در که x مثل متغیری هر ازای به باشد.
خواهیم B درباره استقراء فرض بنابر پس است. ͬͺی v با نتیجه در و w با B آزاد متغیرهای همه

داشت

M |=v B ⇔ M |=w′ B. (١-٣-٧)

بنابر .M |=v B که است معنͬ این به ویژه به که M |=v ∀xiB داریم فرض بنابر طرفͬ از
داریم بنابراین، .M |=w′ B داشت خواهیم (١-٣-٧) معادله

M |=w ∀xiB,

است. M |=w A همان که
با i‐هم ارز ارزشͬ دنباله w′ اگر صورت این در باشد. B آزاد متغیرهای بین در xi دوم. حالت
ارزشͬ دنباله w′ از استفاده با .xi در احتمالا˟ مͽر است w به شبیه جا همه ارزش دنباله این باشد، w

ͬ کنیم م تعریف زیر شͺل به v′ مانند

v′(xj) :=

{
v(xj), xj ̸= xi اگر
w′(xj), xj = xi اگر

(١-٣-٨)

به که، M |=v ∀xiB داشتیم فرض بنابر است. v با i‐هم ارز دنباله ای v′ که ͬ شود م دیده راحتͬ به
ͬ دهد م نتیجه ویژه،

M |=v′ B. (١-٣-٩)

یا زیرا، است. برابر w′ با B آزاد متغیرهای همه روی ارزش دنباله این ،v′ تعریف بنابر طرفͬ، از
متغیری اینکه یا v′(xi)؛ = w′(xi) داریم (١-٣-٨) معادله طبق که است xi همان آزاد متغیر این

٢١
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فرض̞ و (١-٣-٨) معادله ،v و w انتخاب نحوه بنابر هم صورت این در که است. x مانند دیͽر
داشت خواهیم w′ و w بودن i‐هم ارز

v′(x) = v(x) = w(x) = w′(x).

داشت خواهیم B درباره استقراء فرض و (١-٣-٩) معادله بنابر پس

M |=w′ B.

داشت خواهیم صدق تعریف از (٧) قسمت بنابر نهایتاً، و

M |=w A.

تعریف عمومͬ سور و نقیض صدق اساس بر را وجودی سور صدق که آنجا از هشتم. قدم
� نداریم. قدم این جداگانه اثبات به نیازی کردیم،

بنویسید. دقیق شͺل به را ١-٣-٣ گزاره استدلال ششم تا چهارم قدم های .۴-١-٣ تمرین

باشد، L‐ساخت ͷی M و زبان این در جمله ای A اگر است. مفروض L زبان .۵-١-٣ گزاره
آنگاه

داریم w و v مانند ارزش دنباله دو هر ازای به (١)

M |=v A ⇐⇒ M |=w A.

داریم M در v مانند ارزش دنباله هر ازای به یا ͬ افتد: م اتفاق حالت دو این از ͬͺی همواره (٢)
برآورده را A جمله M در که ͬ شود نم یافت v مانند ارزشͬ دنباله هیچ اینکه یا ،M |=v A

کند.

مقادیر A مانند جمله ای آزادِ متغیرهای همه روی ارزش دنباله دو هر که کنید دقت (١) برهان.
،١-٣-٣ گزاره بنابر نتیجه، در ندارد. آزادی متغیر اساساً جمله ͷی زیرا ͬ کنند؛ م اختیار یͺسانͬ

داشت خواهیم
M |=v A ⇐⇒ M |=w A.

حال خیر؛ یا ͬ کند م برآورده M در را A جمله که دارد وجود ارزشͬ دنباله یا که کنید دقت (٢)
� ͬ شود. م نتیجه اول قسمت از مستقیماً دوم قسمت

کنیم؛ معرفͬ را تعریف پذیری نام به مدل ها نظریه در مهم مفهومͬ که است مناسب اینجا در
کنید: توجه زیر مثال به آن از قبل
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بͽیرید نظر در را زیر ساختار .۶-١-٣ مثال

N+ := ⟨N,=,+,۰⟩.

بͽیرید: نظر در زیر شͺل به را φ(x) مانند فرمولͬ و

∃y(x = y + y).

شͺل این به اصل در بالا فرمول و L = {A۲, f۲, a} شͺل به هستیم زبانͬ در ما که کنید دقت
است:

∃y(A۲(x, f۲(y, y))).

وجودی، سور برای صدق تعریف و N+ در موجود تعابیر اساس بر و دقت، کمͬ با کنیم سعͬ اگر
ͬ گوید: م را چیزی چنین عملا́ فرمول این دریابیم، را N+ در φ(x) فرمول معنای

است» زوج x»

نحوی به را v مانند ارزشͬ دنباله ͬ توان م دیدیم، ۵-١-٣ گزاره در جملات درباره آنچه خلاف بر
باشیم داشته آن برای که کرد پیدا

N+ |=v φ(x),

باشیم داشته آن برای که کرد پیدا نحوی به را w مانند ارزشͬ دنباله ͬ توان م همچنین، و

N+ |=w ¬φ(x).

ͬ تر کل کمͬ را مطلب این ͬ توان م واقع، در .w(x) = ۷ و v(x) = ۴ باشیم داشته کافیست
«مجموعه مثال، عنوان به پرسید. ساختار ͷی در فرمول ͷی جواب های مجموعه از و کرد بررسͬ

زوج. طبیعͬ اعداد همه از است عبارت N+ ساختار در «φ(x) فرمول جواب های

ͬ توان، م است آزاد متغیر چند یا ͷی دارای که فرمولͬ درباره بالا، مثال به شبیه نیز کلͬ حالت در
که: پرسید را سؤال این جمله، ͷی خلاف بر

ͬ کنند؟ م صدق فرمول آن در ساختار آن از عناصری چه شده داده ساختار ͷی در .١-٣-٧ سؤال

تعریف نامتناهͬ ارزش دنباله های از استفاده با را فرمول ها صدق ضرورت، بنابر ما، که آنجا از
دید. خواهیم بعدی تعریف در را آن که شود بیان دقیق تری شͺل به باید پرسش این کردیم١،

با ͬ توان م را ساختار ͷی در فرمول ها ١صدق

این در کرد. تعریف نیز متناهͬ دنباله های از استفاده
وجودی و عمومͬ سور برای صدق تعریف صورت،

ͬ دهیم م ترجیح ما که ͬ شود م همراه ͬ های پیچیدگ با
کنیم. اجتناب آنها ار نامتناهͬ دنباله های از استفاده با
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درباره بالا پرسش ͬ کند، م بیان ۵-١-٣ گزاره که آنچه دلیل به ͬ کنم م تکرار مجدداً .١-٣-٨ تذکر
است این فرمول، ͷی و جمله ͷی بین مهم بسیار تفاوت واقع در شود. نمͬ مطرح اساساً جمله ͷی
تعریف در که همان طور فرمول ͷی اما ͬ کند، م بیان ساختار ͷی کل درباره را حͺمͬ جمله ͷی که
۵-١ بخش در که آنچنان است. ساختار ͷی در جوابی مجموعه دارای همواره ͬ شود م دیده زیر
ͬ شود م تعیین جملاتͬ توسط اول مرتبه ساختار دو بین تفاوت بنیادی ترین و اولین دید، خواهیم

کاذبند. یا صادق آنها در که

متغیرهای به M مانند ساختاری توی به v مثل ارزش دنباله ͷی که صورتͬ در .١-٣-٩ نمادگذاری
از ͬͺی به را ارزش دنباله این کند، نظیر را M اعضای از b۱, . . . , bn مقادیر ترتیب به xi۱ , . . . , xin

ͬ دهیم: م نمایش زیر اشͺال

v[b۱ · · · bn/xi۱ · · · xin ] یا vb۱···bn/xi۱ ···xin
.

خواهیم استفاده vb̄/x̄ یا v[b̄/x̄] مختصرتر نمادهای از نباشد اشتباهͬ یا ابهام امͺان که صورتͬ در
کرد.

است آزاد متغیر n دارای دقیقاً که φ(xi۱ , . . . , xin) L‐فرمول و M L‐ساختار .١-٣-١٠ تعریف
مفروضند.

ͬ شود: م تعریف M در φ(x̄) فرمول جواب های١ مجموعه (١){
(b۱, . . . , bn) ∈ Mn

∣∣∣ M |=vb̄/x̄
φ(xi۱ , . . . , xin) باشیم داشته vb̄/x̄ دنباله هر برای

}
.

ͬ دهیم. م نمایش φ(Mn) با را مجموعه این

جواب های مجموعه هرگاه ͬ گوییم م n بعد با تعریف پذیر٢ مجموعه ای Aرا ⊆ Mn زیرمجموعه (٢)
باشد. M در φ(x̄) مانند فرمولͬ

مجموعه ای هرگاه ͬ گوییم م n بعد با تعریف نا پذیر٣ مجموعه ای را A ⊆ Mn زیرمجموعه (٢)
نباشد. تعریف پذیر

،١-٣-١٠ تعریف از اول قسمت ͬ توانستیم م ،١-٣-٣ گزاره بنابر که کنید دقت .١-٣-١١ تذکر
کنیم: تعریف زیر شͺل به را ،φ(Mn) مجموعه }یعنͬ

(b۱, . . . , bn) ∈ Mn
∣∣∣ M |=vb̄/x̄

φ(xi۱ , . . . , xin) باشیم داشته vb̄/x̄ دنباله ͷی برای
}
,

کنید). تحقیق را مسئله این (تمرین: ͬ بود م معادل آن با که
١the set of solutions
٢definable

٣undefinable
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تعریف پذیر مجموعه های که ͬ پردازد م مطلب این به مدل ها نظریه در مسائل ͬ ترین اصل از ͬͺی
تعداد که کنید دقت مسئله این به کافیست دارند. ͬ هایی ویژگ چه اول مرتب ساختار ͷی در
خوش ساخت فرمول های همه اندازه به شده، داده L‐ساختار ͷی در تعریف پذیر مجموعه های

است! L زبان در
باشند پیچیده ͬ توانند م حد چه تا زبان ͷی در موجود فرمو ل های اینکه از تصوری داشتن برای
ͬ آید م پدید عمومͬ و وجودی سورهای مداوم تعویض از که فرمول ها از مراتبی سلسله از مثالͬ به

کنید: توجه

φ(x),

∃yφ(x, y), ∀yφ(x, y),

∃y∀zφ(x, y, z), ∀y∃zφ(x, y, z),

∃y۱∀y۲∃y۳φ(x, y۱, y۲, y۳), ∀y۱∃y۲∀y۳φ(x, y۱, y۲, y۳),
...
∃y۱∀y۲ . . . ∀yn−۱∃ynφ(x, y۱, . . . , yn), ∀y۱∃y۲ · · · ∃yn−۱∀ynφ(x, y۱, . . . , yn),
...

برای مناسب که موضعͬ دو محمولͬ نماد دو شامل Lgraph = {A۲, R۲} زبان .١-٣-١٢ مثال
ͬ گیریم، م نظر در که Lgraph‐ساختͬ هر در مثال این در ͬ گیریم. م نظر در را گراف هاست مطالعه
به فرمول ها در دلیل، همین به ͬ کنیم؛ م تعبیر گراف در موجود رابطه به را R۲ و تساوی با را A۲

بͽیرید: نظر در را زیر گراف های ͬ کنیم. م استفاده «=» تساوی نماد از A۲ جای

...
b۱

..
b۲

..

b۳

..

M۱

...
b۱

..
b۲

..

b۳

..

M۲

...
b۱

..
b۲

..

b۳

..

b۴

..

M۳

...
b۱

..
b۲

..

b۳

..

b۴

..

M۴
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...
b۱

..
b۲

..

b۳

..

b۴

..

b۵

..

M۵

داریم: که کنید دقت حال

M۱ |= ∀xy(¬(x = y) → R(x, y)). (١-٣-١٠)

M۱ |= ∀x∃y(¬(x = y) ∧R(x, y)). (١-٣-١١)

M۳ |= ∃xyz
(
(x ̸= y) ∧ (x ̸= z) ∧ (y ̸= z) ∧R(x, y) ∧R(y, z) ∧R(z, x)

)
.

(١-٣-١٢)

M۲ |= ∃x∀y(¬R(x, y)). (١-٣-١٣)

M۳ |= ∃x۱x۲x۳x۴
( ۴∧∧

i ̸=j
i,j=۱

xi ̸= xj ∧
۳∧

i=۱
R(xi, xi+۱)

)
. (١۴-١-٣)

M۵ |= ∃x۱x۲x۳x۴x۵
( ۵∧∧

i̸=j
i,j=۱

xi ̸= xj ∧
۵∧

i=۲
R(x۱, xi)

)
. (١۵-١-٣)

کردیم استفاده زیرنویسͬ هیچ بدون «|=» نماد از فوق عبارات در ما که کنید دقت .١-٣-١٣ تذکر
ͬ شناسیم م را «|=v» مانند نمادی تنها اینجا تا ما یعنͬ است! معنͬ بی ما برای کار اینجای تا که
هر بالا عبارات در که علت این به اما، است. شده تعریف v مانند ارزش دنباله ͷی به توجه با که
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معنͬ بی هم چندان ۵-١-٣ گزاره به توجه با کار این بود، جمله ͷی گرفتیم نظر در که فرمولͬ
معرفͬ را نویسͬ زیر هیچ بدون «|=» نماد ١-٣-٢٢ و ١-٣-١٨ تعاریف در ما نیست؛ غلط و

کرد. خواهیم

بͽیرید: نظر در زیر شͺل به را φ۱(x) مانند فرمولͬ حال،

∀y¬R(x, y).

داشت خواهیم صورت این در
φ۱(M۲) = {b۳}.

باشد: زیر شͺل به فرمولͬ φ۲(x) اگر

∃y۱y۲y۳
( ۳∧∧

i̸=j
i,j=۱

yi ̸= yj ∧
۳∧

i=۱
x ̸= yi ∧

۳∧
i=۱

R(x, yi)
)
,

داشت خواهیم
φ۲(M۳) = {b۲}.

باشد: زیر شͺل به فرمولͬ φ۳(x, y) اگر

x ̸= y ∧ ¬R(x, y) ∧ ∃z
(
z ̸= x ∧ z ̸= y ∧R(x, z) ∧R(z, y)

)
.

داریم: صورت این در

φ۳(M
۲
۱) = φ۳(M

۲
۲) = φ۳(M

۲
۴) = ∅,

φ۳(M
۲
۳) =

{
(b۱, b۳), (b۱, b۴), (b۳, b۱), (b۴, b۱)

}
,

φ۳(M
۲
۵) =

{
(b۱, b۲), (b۲, b۱), (b۴, b۵), (b۵, b۴)

}
.

در را بالا، در شده معرفͬ ،φ۲(x) و φ۱(x) فرمول های جواب های مجموعه .١۴-١-٣ تمرین
آورید. بدست M۵ تا M۱ ساختارهای

هستند. ،Lgraph یعنͬ گراف ها، زبان در شده خواسته فرمول های همه .١۵-١-٣ تمرین

باشیم داشته آن برای M۲ ساختار در که بنویسید آزاد متغیر ͷی تنها با φ(x) مانند فرمولͬ (١)

φ(M۲) = {b۱, b۲}.
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برای M۵ ساختار در که بنویسید آزاد متغیر ͷی تنها با φ۲(x) و φ۱(x) مانند فرمول هایی (٢)
باشیم داشته آنها

φ۱(M۵) = {b۳} و φ۲(M۵) = {b۱, b۲, b۴, b۵}.

باشیم داشته آن برای M۳ ساختار در که بنویسید آزاد متغیر دو تنها با φ(x, y) مانند فرمولͬ (٣)

φ(M۲
۳) = {(b۱, b۴)}.

برای M۳ ساختار در که بنویسید آزاد متغیر ͷی تنها با φ۲(x) و φ۱(x) مانند فرمول هایی (۴)
باشیم داشته آنها

φ۱(M۳) = {b۱}, و φ۲(M۳) = {b۴}.

کنید) استفاده تمرین همین سوم قسمت و φ۱(x) فرمول از φ۲(x) یافتن برای (راهنمایی:
ͷی تعریف پذیرِ مجموعه های از ملموس توصیفͬ داشتن شد، گفته که همان طور .١۶-١-٣ تذکر
مختلفͬ روش های و تکنیͷ ها دلیل همین به است. ساختار آن شناخت در اساسͬ قدم های از ساختار
مدل ها نظریه در ساختار ͷی تعریف پذیرِ مجموعه های از ساده تر چه هر توصیفͬ دادنِ بدست برای
مدل‐ به ͷنزدی بودن٢، مدل‐کامل سور١، حذف مانند مهمͬ مفاهیم مطالعه به که دارند وجود
این به مفصل پرداختن برای مجالͬ درس این در ͬ انجامند. م ... و اسͺولم۴ͬ توابع بودن٣، کامل
نظریه و منطق در پیشرفته تر درس̞ ͷی طͬ در تکنیͷ ها و مفاهیم این به پرداختن نیست؛ مفاهیم
کرد. خواهیم بسنده اسͺولمͬ توابع از مختصری معرفͬ به تنها درس این در ما است. میسر مدل ها
مستقیم کاملا́ طور به ساختار ͷی تعریف پذیر مجموعه های که است این اهمیت، حائز بسیار نکته

ͬ گیریم. م نظر در ساختار آن بررسͬ برای که است زبانͬ تاثیر تحت

.١-٣-١٧ تمرین

دهید نشان باشد. متناهͬ زبانͬ L کنید فرض (١)

|TERM | = ℵ۰ و |FORM | = ℵ۰.

برقرارند. همچنان (١) قسمت در شده داده عبارات باشد، شمارا زبانͬ L اگر که دهید نشان (٢)

تعداد که دهید نشان باشد. نامتناهͬ L‐ساخت ͷی M و شمارا زبانͬ L کنید فرض (٣)
است. بیشتر M تعریف پذیر مجموعه های تعداد از اکیداً M تعریف ناپذیر مجموعه های

١quantifier elimination
٢model-completeness
٣near model-completeness

۴Skölem functions
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تعریف را L‐ساخت ͷی در فرمول ͷی شدن برآورده مهم ترِ و ͬ تر کل مفهوم که آماده ایم حال،
ͬ دهیم: م انجام جملات برای را کار این ابتدا کنیم.

جملات). برای ساختار ͷی در (صدق ١-٣-١٨ تعریف
صادق١ یا درست M در A گوییم باشد. L‐ساخت ͷی M و L‐جمله ͷی A کنید فرض

ͬ نویسیم م و است A برای مدلͬ M اینکه یا است

M |= A,

صورت، این غیر در .M |=v A باشیم داشته M توی به v مانند ارزش دنباله هر ازای به هرگاه
ͬ دهیم: م نمایش زیر نماد با را مطلب این است؛ ٢ کاذب یا غلط M در A ͬ گوییم م

M ̸|= A.

آنگاه باشد، L‐جمله ͷی A اگر .١-٣-١٩ گزاره

M ̸|= A ⇐⇒ M |= ¬A.

برای که ͬ شود م یافت v مانند ارزشͬ دنباله ،١-٣-١٨ تعریف بنابر ،M ̸|= A کنید فرض برهان.
به ،۵-١-٣ گزاره بنابر .M |=v ¬A داشت خواهیم ،١-٣-١ تعریف بنابر .M ̸|=v A داریم آن

داشت: خواهیم نیز w مانند ارزش دنباله هر ازای

M |=w ¬A.

� ͬ آید. م بدست ١-٣-١٨ تعریف و ١-٣-١ تعریف از تنها حͺم دیͽر جهتِ

همواره A مانند L‐جمله هر و M L‐ساخت هر ازای به و L مانند زبانͬ هر در .١-٣-٢٠ نتیجه
ͬ افتد: م اتفاق زیر حالات از ͬͺی

M |= A یا M |= ¬A.

مورد نتیجه حال، .M ̸|= A یا و M |= A داریم یا A مانند جمله هر ازای به که کنید دقت برهان.
� ͬ آید. م دست به ١-٣-١٩ گزاره از نظر

فوق نتیجه اهمیت اول مرتبه نظریه ͷی بودن تمام یا کامل مفهوم معرفͬ از بعد .١-٣-٢١ تذکر
ͬ شود. م مشخص بیشتر

١true
٢false
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تعریف پذیری و صدق ١-٣ ١ فصل

به تعریف این که ͬ خواهیم م ساختار، ͷی در فرمول ͷی صدقِ از قبول قابل تعریفͬ داشتن̞ برای
شهودی و طبیعͬ انتظار با مطلب این زیرا، بماند؛ برقرار آن برای ١-٣-١٩ گزاره که باشد گونه ای
برای بالا گزاره در شده گرفته کار به استدلال که است بدیهͬ طرفͬ، از است. منطبق صدق از ما
در فرمول ͷی صدقِ از تعریفمان ناچاریم ما نیست. کارساز است آزادی متغیر دارای که فرمولͬ

باشد! برقرار آن برای فوق خاصیت که دهیم ارائه نحوی به را ساختار ͷی
ͬ ورزی ریاض طبیع̞ͬ جهتِ خلاف در حرکت مشغول ما که کنید فکر مورد این در است ممͺن
است بهایی این و ͬ آید م پیش ریاضیات در وضعیت این گاهͬ اما دیده ایم اغلب که هستم شͺلͬ به

ͬ پردازیم. م دقت برای که

فرمول ها). برای ساختار ͷی در (صدق ١-٣-٢٢ تعریف
فرض همچنین، باشد. x̄ در شده ظاهر آزاد متغیر n دقیقاً با L‐فرمول ͷی A(x̄) کنید فرض

است. شده داده M L‐ساخت که کنید

باشد؛ ناتهͬ M در آن جواب های مجموع هرگاه خوانیم شدن١ͬ برآورده M در را A(x̄) فرمول (١)
باشیم داشته یعنͬ

A(Mn) ̸= ∅.

ͬ نامیم. م ناشدن٢ͬ برآورده آنرا صورت، این غیر در

ͬ نویسیم م و است A(x̄) برای مدلͬ M اینکه یا است صادق٣ یا درست M در A(x̄) گوییم (٢)

M |= A(x̄),

.M |=v A(x̄) باشیم داشته M توی به v مانند ارزش دنباله هر ازای به هرگاه

برآورده M در است، x̄ در موجود آزاد متغیرهای دارای دقیقاً که ،A(x̄) فرمول .١-٣-٢٣ گزاره
باشیم داشته اگر تنها و اگر است شدنͬ

M |= ∃x̄A(x̄).

� ͬ شود. م نتیجه تعاریف از مستقیماً برهان.

بنویسید. دقیق شͺل به را ١-٣-٢٣ گزاره اثبات .٢۴-١-٣ تمرین

فرمول هاست: برای ١-٣-١٩ گزاره مابه ازایِ زیر گزاره

داریم A(x̄) مانند L‐فرمول هر ازای به مفروضند. M L‐ساخت و L زبان .٢۵-١-٣ گزاره

١satisfiable
٢unsatisfiable

٣true
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باشد. درست M در ¬A(x̄) اگر تنها و اگر است ناشدنͬ برآورده M در A(x̄) (١)

باشد. درست M در A(x̄) اگر تنها و اگر است ناشدنͬ برآورده M در ¬A(x̄) (٢)

‐١٠ تعریف و ١-٣-٢٢ تعریف طبق است. ناشدنͬ برآورده M در A(x̄) کنیم فرض (١) برهان.
در .M ̸|=vb̄/x̄

A(x̄) داریم vb̄/x̄ مانند ارزش دنباله هر و b̄ مانند M در n‐تایی هر ازای به ،١-٣
داریم v مانند ارزش دنباله هر ازای به ،١-٣-١ تعریف بنابر نتیجه

M |=v ¬A(x̄).

� ͬ آید. م بدست تغییرات اندکͬ با و مشابهͬ استدلال با (٢) قسمت

بنویسید. دقیق طور به را ٢۵-١-٣ گزاره از (٢) قسمت استدلال .٢۶-١-٣ تمرین

دیͽری از کدام هیچ یعنͬ، لازمند؛ ٢۵-١-٣ گزاره قسمت دو هر که کنید دقت .١-٣-٢٧ تذکر
ͬ آید. نم بدست

داشته همزمان طور به ͬ توانیم نم M شده داده ساختار ͷی و A فرمول ͷی برای .١-٣-٢٨ نتیجه
.M |= ¬A و M |= A باشیم

� ͬ شود. م نتیجه ٢۵-١-٣ گزاره از مستقیماً برهان.

داریم xi مانند متغیر هر و M ساختار هر ،A فرمول هر ازای به .١-٣-٢٩ گزاره

M |= A ⇐⇒ M |= ∀xiA.

.M |=v ∀xiA که ͬ دانیم م ،١-٣-٢٢ تعریف بنابر باشد، دلخواهͬ ارزش دنباله v اگر (⇐ برهان.
داشت خواهیم بود، دلخواه v که آنجا از .M |=v A داشت خواهیم ،١-٣-١ تعریف طبق

M |= A.

ارزشͬ دنباله w اگر .M |=v ∀xiA دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد، دلخواهͬ ارزش دنباله v اگر (⇒
مورد نتیجه که M |=w A داشت خواهیم ،١-٣-٢٢ تعریف و فرض بنابر باشد، v با i‐هم ارز

� ͬ دهد. م بدست را نظر

بستار باشد. x̄ آزاد متغیرهای دارای دقیقاً که است فرمولͬ A(x̄) کنید فرض .١-٣-٣٠ تعریف
.∀x̄A(x̄) شͺل به است جمله ای فرمول، این عموم١ͬ

است. جمله همان خودِ جمله ͷی عمومͬ بستار که است واضح
١universal closure
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ساختار هر ازای به و است x̄ آزاد متغیرهای دارای دقیقاً که A(x̄) فرمول هر برای .١-٣-٣١ نتیجه
داریم M

M |= A(x̄) ⇐⇒ M |= ∀x̄A(x̄).

� ͬ شود. م نتیجه ١-٣-٢٩ گزاره از مستقیماً برهان.

٣٢
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صدق ͬ های ویژگ ۴-١

مقدم). وضع قاعده توسط صدق (حفظ ١-۴-١ گزاره
M |= A باشیم داشته اگر صورت، این در مفروضند. M ساختار و B و A فرمول های ،L زبان

.M |= B داشت خواهیم آنگاه ،M |= A → B و

M |=v داریم ،١-٣-٢٢ تعریف و فرض بنابر باشد، M توی به ارزشͬ دنباله v کنید فرض برهان.
.M |=v B یا M |=v ¬A یا که است معنͬ این به ،١-٣-١ تعریف بر بنا اخیر، رابطه .A → B

ازای به که است معنͬ این به ١-٣-٢٢ تعریف بنابر که M |= A داریم فرض بنابر طرفͬ، از
١-٣-٢٢ تعریف بنابر و M |=v B داشت خواهیم v هر ازای به نتیجه، در .M |=v A داریم v هر

داشت خواهیم
M |= B.

�

اگر تنها و اگر نیست شدنͬ برآورده M مانند ساختاری در A → B شͺل به فرمولͬ .٢-۴-١ گزاره
.M |= ¬B و M |= A

آن برای که هست v مانند ارزشͬ دنباله ١-٣-٢٢ تعریف طبق ،M ̸|= A کنید فرض (⇐ برهان.
داشت خواهیم ،ͬͺتارس صدق تعریف بنابر ارزشͬ، دنباله چنین برای نتیجه، در .M ̸|=v A داریم

است. تناقض در A → B بودن نشدنͬ برآورده فرض با که M |=v A → B
مانند ارزشͬ دنباله ،٢۵-١-٣ گزاره بر بنا ،M ̸|=v ¬B باشیم داشته که صورتͬ در علاوه، به
M |=v A → B داشت خواهیم ،ͬͺتارس صدق تعریف طبق .M |=v B داریم آن برای که هست v

است. تناقض در A → B بودن نشدنͬ برآورده فرض با مجدداً که
،ͬͺتارس صدق تعریق بنابر شود، برآورده v مانند ارزشͬ دنباله با A → B که صورتͬ در (⇒
� ͬ رسیم. م تناقض به فرض با صورت دو هر در M؛ |=v B یا M |=v ¬A داشت خواهیم

است اول مرتبه فرمولͬ گزاره ای، ساخت خوش فرمول ͷی از ای نمونه ١ از منظور .٣-۴-١ تعریف
دست به نحوی به گزاره ای فرمول آن اتمͬ گزاره های جای به اول مرتبه فرمول هایی جایͽزینͬ از که

باشد. شده جایͽزین اول مرتبه فرمول ͷی با تنها اتمͬ گزاره هر آن در که باشد آمده

است: آن از نمونه ای زیر فرمول باشد، گزاره ای فرمولͬ p ∧ q → p اگر مثلا́

∃xA(x) ∧R(x, y) → ∃xA(x).
١instance

٣٣



صدق ͬ های ویژگ ۴-١ ١ فصل

است: شده داده قرار متمایز فرمول دو p جای به زیرا نیست، آن از ای نمونه زیر فرمول اما

A(x) ∧R(x, y) → ∃zR(x, f(z)).

هست. p ∧ q → r شͺل به گزاره ای فرمولͬ از نمونه ای فوق فرمول هرچند،

Lfo‐ساختاری هر در هرگاه ͬ نامیم م معتبر١ منطقاً را Lfo زبان در A(x̄) فرمول .۴-۴-١ تعریف
باشد. درست M مانند

توتولوژی ها). منطقͬ (اعتبار ۵-۴-١ قضیه
است. معتبر منطقاً گزاره ها منطق توتولوژی های از نمونه  هر

است. متناهͬ اثباتͬ دارای توتولوژی هر که ͬ گوید م ما به گزاره ها منطق برای تمامیت قضیه برهان.
M مانند ساختاری هر در گزاره ها منطق موضوعه اصول از نمونه هر که دهیم نشان کافیست پس
صدق نیز MP قاعده که ͬ دانیم م ١-۴-١ گزاره از استفاده با که است این علت هستند؛ درست

ͬ کند. م حفظ را ساختاری هر در
استفاده با هستند درست ساختاری هر در گزاره ها منطق موضوعه اصول از نمونه هر اینکه اثبات
نمونه ای که اول اصل برای تنها را کار این ما ͬ شود. م حاصل ͬͺتارس صدق تعریف از مستقیم

ͬ دهیم: م انجام است زیر شͺل به آن از دلخواه

A(x̄) → (B(ȳ) → A(x̄)),

هستند. دلخواهͬ اول مرتبه فرمول های B(ȳ) و A(x̄) آن در که
،ͬͺتارس صدق تعریف طبق ،v مانند ارزشͬ دنباله ازای به باشد، دلخواهͬ ساختار M اگر
M |=v باشیم داشته یا M |=v ¬A(x̄) باشیم داشته اگر تنها و اگر است درست M در فوق فرمول
که است برقرار زمانͬ دوم عبارت ،ͬͺتارس صدق تعریف از استفاده با مجدداً .B(ȳ) → A(x̄)

ارزش دنباله هر برای و M ساختار هر در طرفͬ، از .M |=v A(x̄) یا M |=v ¬B(ȳ) باشیم داشته
داریم v

M |=v A(x̄) یا M |=v ¬A(x̄).

ͬ افتد: م اتفاق زیر حالت دو از ͬͺی همواره بنابراین،

M |=v ¬A(x̄) یا M |=v B(ȳ) → A(x̄).

�

جای به فرمول این در را t۱ ترم ما که صورتͬ در بͽیرید. نظر در را A(xi۱) فرمول .۶-۴-١ تعریف
١logically valid
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را حاصل فرمول کنیم جایͽزین باشد، داشته وجود وقوعͬ چنین اگر ،xi۱ متغیر از آزادی وقوع هر
با A(t۱) نباشد، xi۱ از آزادی وقوع هیچ شامل A(xi۱) که زمانͬ طبیعتاً ͬ دهیم. م نمایش A(t۱) با

ندارد. تفاوتͬ A(xi۱)

به ترتیب به t۱, . . . , tn ترم های جایͽزینͬ حاصل مشابه نحو به ͬ توان م نیز، ͬ تر کل حالت در
را حاصل فرمول کرد؛ تعریف A(xi۱ , . . . , xin) مانند فرمولͬ در را xi۱ , . . . , xin متغیرهای جای

ͬ دهیم. م نمایش A(t۱, . . . , tn) با

باشد زیر شͺل به فرمولͬ A(x۱, x۲) کنید فرض .٧-۴-١ مثال

∃x۱A(x۱) → ∀x۱P (x۱, x۲).

شͺل به A(t۱, t۲) فرمول آنگاه باشند، g(a, x۱) و f(a, x۳) شͺل به ترم هایی ترتیب به t۲ و t۱ اگر
بود: خواهد زیر

∃x۱A(x۱) → ∀x۱P (x۱, g(a, x۱)).

است آزاد١ xi متغیر جای به A در t ͬ گوییم م بͽیرید. نظر در را t ترم و A فرمول .٨-۴-١ تعریف
که نباشد A در xi از آزادی وقوع هیچ است، شده ظاهر t در که xj مانند متغیری هر ازای به هرگاه

بͽیرد. قرار ∃xj یا ∀xj مانند سوری دامنه در

.٩-۴-١ مثال

آزاد ∃x۱A(x۱, x۲) در x۲ جای به اما است. آزاد x۲ جای به A(x۱, x۲) فرمول در x۱ ترم (١)
نیست.

فرمول درهمان y یا z جای به اما است  آزاد ∃x(R(z, x) → P (y)) در x جای به f(x, y) ترم (٢)
نیست. آزاد

.١٠-۴-١ گزاره

است. آزاد فرمولͬ هر در متغیری هر جای به ندارد متغیری که ترمͬ هر (١)

هر جای به ترم آن نباشند، بسته A مانند فرمولͬ در t در موجود متغیرهای از کدام هیچ اگر (٢)
است. آزاد A در متغیری

است. آزاد خودش جای به فرمولͬ هر در xi مانند متغیری هر (٣)

xi جای به ترمͬ هر نبود، xi مانند متغیری از آزادی حضور هیچ حاوی A مانند فرمولͬ اگر (۴)
است. آزاد A در

١t is free for xi in A
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� ͬ شود. م نتیجه تعریف از سادگͬ به برهان.

در واقعیت این است. ساده واقعیتͬ بیان صدد در دارد که طولانͬ صورت ͬ رغم عل بعد لم
ͬ شود: م دیده ملموس شͺلͬ به زیر مشاهده

و باشد g(g(x۳)) شͺل به ترمͬ u و f(x۱, g(x۲)) شͺل به ترمͬ t کنید فرض .١١-۴-١ مشاهده
تابعͬ با g و جمع با f آن در که طبیعͬ اعداد سخن جهان با ساختاری توی به است ارزشͬ دنباله v
که بͽیرید نظر در ارزشͬ دنباله را v همچنین،  ͬ رساند. م ۵ توان به را عدد هر که است شده تعبیر

.v(xi) = i داریم i هر ازای به یعنͬ، ͬ کند؛ م نظیر زیرنویسش به را متغیر هر
ͬ دهیم. م انجام را مخصوصͬ عملیات داده  ها این روی ،x۱ متغیر دادن قرار نظر مد با حال،

شد: خواهد زیر شͺل به که ͬ کنیم م تعریف x۱ جای به t در u جایͽزینͬ با را t′ ترم ابتدا،

f(g(g(x۳)), g(x۲)).

کنیم: پیدا ساختارمان در را t′ مقدار ͬ توانیم م v توسیع از استفاده با سپس،

v∗(t′) = ۳۲۵ + ۲۵.

ارزشͬ دنباله ابتدا که، شͺل این به کنیم؛ طͬ نیز دیͽری مسیر از ͬ توانستیم م را عملیات این اما،
تعریف v∗(u) با مساوی که x۱ در مͽر است v به شبیه جا همه که ͬ کنیم م تعریف نحوی به v′ مانند

ͬ شود: م
v′(x۱) := v∗(u) = ۳۲۵.

ͬ کنیم: م محاسبه v′ از استفاده با را t مقدار ما سپس،

(v′)∗(t) = v′(x۱) + ۲۵ = ۳۲۵ + ۲۵.

در اما شدند. ختم یͺسانͬ مقادیر به شده طͬ مسیر دو هر دیدیم، بالا مشاهده در که همانطور
اینکه برای ما دلیل همین به شوند. پیچیده تر بسیار ͬ توانند م ارزش دنباله های و ترم ها کلͬ، حالت
با که داریم زیر لم به نیاز کنیم، اثبات کلͬ حالت در را دیدیم مشاهده این در که پدیده ای بتوانیم

ͬ شود: م اثبات ترم ها روی استقراء

که کنید فرض همچنین،  باشند. دلخواه ترم دو u و t و ارزش دنباله ͷی v کنید فرض .١٢-۴-١ لم
ارزشͬ دنباله v′ و باشد آمده بدست xi وقوع های همه جای به u جایͽزینͬ با t از که باشد ترمͬ t′
صورت، این در است. شده تعریف v∗(u) با مساوی که xi در مͽر است v به شبیه جا همه که است

داریم
v∗(t′) = (v′)∗(t).
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١-٣-٢ لم بر بنا طرفͬ، از .t′ = t داشت خواهیم باشد، نشده ظاهر t در xi که صورتͬ در برهان.
ͬ دهد م نتیجه که (v′)∗(t) = v∗(t) داشت خواهیم

v∗(t′) = v∗(t) = (v′)∗(t).

دهیم. مͬ ادامه t روی را استقراء با را اثبات و است شده ظاهر t در xi که ͬ کنیم م فرض بنابراین،
ͬ کنیم، م استفاده که استقرائͬ در است، شده ظاهر t در xi کردیم فرض که علت این به کنید، [دقت

نداریم.] ثوابت برای قدمͬ گرفتن نظر در به نیازی
داشت خواهیم و بود خواهد u همان t′ صورت این در باشد. xi متغیر همان t اول. قدم

v∗(t′) = v∗(u) = v′(xi) = (v′)∗(t).

صورت،  این ͬ دانیم. م t۱, . . . , tn درباره را حͺم که باشد f(t۱, . . . , tn) شͺل به t دوم. قدم
خواهیم باشد، M مانند ساختاری توی به ارزشͬ دنباله v اگر بود. خواهد f(t′۱, . . . , t

′
n) شͺل به t′

داشت:

v∗(t′) = fM
(
v∗(t′۱), . . . , v

∗(t′n)
)
= fM

(
(v′)∗(t۱), . . . , (v

′)∗(tn)
)
= (v′)∗(t).

�

بͽیرید. نظر در را M مانند ساختاری و باشد آزاد A(xi) در xi جای به t کنید فرض .١٣-۴-١ لم
به که v′ دنباله اگر تنها و اگر ͬ کند م برآورده را A(t) فرمول v مانند ارزشͬ دنباله صورت این در

j ∈ ω هر ازای به کند. برآورده را A(xi) ͬ شود، م تعریف زیر شͺل

v′(xj) :=

{
v(xj), xj ̸= xi اگر
v∗(t), xj = xi اگر

فرمول ۶-۴-١ تعریف طبق نباشد، xi متغیر از آزادی وقوع شامل A(xi) که صورتͬ در برهان.
داشت خواهیم ،١-٣-٣ گزاره بنابر نتیجه، در بود. خواهد A(xi) همان A(t)

M |=v A(t) ⇐⇒ M |=v′ A(xi).

فرمول ها روی استقراء  با را اثبات و باشد xi از آزادی وقوع شامل A(xi) ͬ کنیم م فرض بنابراین،
ͬ دهیم. م ادامه

از t′۱, . . . , t′n و باشد A(t۱, . . . , tn) شͺل به اتمͬ فرمولͬ A(xi) که صورتͬ در اول. قدم
جایͽزینͬ حاصل صورت، این در باشند. آمده بدست t۱, . . . , tn ترم های در xi جای به t جایͽزینͬ
،١٢-۴-١ لم بنابر طرفͬ، از بود. خواهد A(t′۱, . . . , t

′
n) شͺل به فرمولͬ A(xi) در xi جای به t
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داشت خواهیم j ∈ {۱, . . . , n} هر ازای به

v∗(t′j) = (v′)∗(tj). (١۶-۴-١)

تعریف بنابر اخیر، عبارت .M |=v A(t′۱, . . . , t
′
n) اگر تنها و اگر M |=v A(t) داریم بنابراین،

که است این با معادل ،ͬͺتارس صدق

(v∗(t′۱), . . . , v
∗(t′n)) ∈ AM.

با است معادل اخیر عبارت ،(١۶-۴-١) معادله بنابر

((v′)∗(t۱), . . . , (v
′)∗(tn)) ∈ AM,

M |=v′ A(xi) همان که M |=v′ A(t۱, . . . , tn) با است معادل ͬͺتارس صدق تعریف بنابر که
است.

ͬ دانیم. م C(xi) و B(xi) درباره را حͺم که باشد B(xi) → C(xi) شͺل به A(xi) اگر دوم. قدم
داشت خواهیم و بود خواهد B(t) → C(t) شͺل به نیز A(t) صورت، این در

M |=v A(t) ⇐⇒ M |=v B(t) → C(t)
ͬͺتارس ⇒⇐صدق M |=v ¬B(t) یا M |=v C(t)
استقراء ⇒⇐فرض M |=v′ ¬B(xi) یا M |=v′ C(xi)

ͬͺتارس ⇒⇐صدق M |=v′ B(xi) → C(xi)

⇐⇒ M |=v′ A(xi).

هستند. دوم قدم به شبیه ↔ و ∨ ،∧ منطقͬ رابط های به مربوط قدم های
آزادی وقوع xi آنگاه ،xi = xj که صورتͬ در باشد. ∀xjB(xi, xj) شͺل به A(xi) سوم. قدم
کردیم. بررسͬ را آن استقراء شروع از قبل که است حالتͬ همان این و داشت نخواهد A(xi) در
همان دقیقاً A(xi) در xi آزاد وقوع های صورت این در xi؛ ̸= xj که ͬ کنیم م فرض بنابراین،

بود. خواهد ∀xjB(t, xj) شͺل به A(t) نتیجه در و بود خواهند B(xi, xj) در xi آزاد وقوع های
تعریف بنابر مطلب، این بود. خواهد M |=v ∀xjB(t, xj) معنͬ به که M |=v A(t) کنیم فرض
.M |=w B(t, xj) داریم است v با j‐هم ارز که w هر ازای به که دهد مͬ نتیجه ،ͬͺتارس صدق
بنابر باشد، v′ با j‐هم ارز ارزشͬ دنباله w′ اگر .M |=v′ ∀xjB(xi, xj) که دهیم نشان ͬ خواهیم م

داشت خواهیم l ∈ ω\{i, j} هر برای است، i ̸= j که علت این به و v′ تعریف

w′(xl) = v(xl),
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که ͬ دانیم م علاوه به
w′(xi) = v′(xi) = v∗(t).

v(xi) با مساوی که xi در مͽر است w′ با مساوی همه جا که بͽیریم ارزشͬ دنباله را w اگر بنابراین،
ͬ دهد م نتیجه فرض بر بنا که بود خواهد v با j‐هم ارز دنباله این ͬ شود، م تعریف

M |=w B(t, xj).

کنیم تعریف زیر شͺل به ارزشͬ دنباله را w′′ اگر حال،

w′′(xl) :=

{
w∗(t), l = i,

w(xl), l ̸= i,

که داریم استقراء فرض بر بنا

M |=w B(t, xj) ⇐⇒ M |=w′′ B(xi, xj). (١٧-۴-١)

باشد. داشته حضور t در ͬ تواند نم xj پس است. آزاد A در xi جای به t فرض، بر بنا طرفͬ از
خواهیم ١-٣-٢ لم بنابر ندارد، حضور t در xj چون پس هستند. j‐هم ارز هم با w و v همچنین،

داشت:
w∗(t) = v∗(t).

داریم (١٧-۴-١) معادله بر بنا و w′′ = w′ داشت خواهیم نتیجه، در

M |=w′ B(xi, xj),

.M |=v′ A(xi) ͬ دهد م نتیجه که
کامل را اثبات که M |=v A(t) بͽیریم نتیجه M |=v′ A(xi) از ͬ توانیم م مشابهͬ استدلال با
� ͬ کند. م

تخصیص). اصل منطقͬ (اعتبار ١۴-۴-١ گزاره
فرمول باشد، آزاد A(xi) در xi جای به که t مانند ترمͬ هر و A(xi) مانند فرمول هر ازای به

است: معتبر منطقاً زیر
∀xiA(xi) → A(t).

که دهیم نشان ،v مانند ارزش دنباله هر و M مانند تعبیر هر ازای به باید برهان.

M |=v ∀xiA(xi) → A(t).
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بͽیریم نظر در زیر شͺل به ارزشͬ دنباله را v′ که صورتͬ در

v′(xl) :=

{
v∗(t), l = i,

v(xl), l ̸= i,

داشت خواهیم ١٣-۴-١ لم بر بنا

M |=v A(t) ⇐⇒ M |=v′ A(xi). (١٨-۴-١)

تعریف بر بنا ،M |=v ∀xiA(xi) کنیم فرض اگر پس هست. نیز v با i‐هم ارز علاوه، به ،v′ اما
داشت خواهیم ،ͬͺتارس صدق

M |=v′ A(xi),

ͬ دهد م نتیجه (١٨-۴-١) معادله بر بنا که

M |=v A(t).

داشت خواهیم ͬͺتارس صدق تعریف بر بنا

M |=v ∀xiA(xi) → A(t).

�

فرمول آنگاه نباشد، xi از آزادی وقوع شامل A اگر B و A فرمول دو هر ازای به .١۵-۴-١ گزاره
است: معتبر منطقاً زیر

∀xi(A → B) → (A → ∀xiB).

وجود v مانند ارزشͬ دنباله و M مانند تعبیری نباشد، معتبر منطقاً فرمول این که صورتͬ در برهان.
داریم آنها برای که دارند

M |=v ∀xi(A → B), (١٩-۴-١)

که ͬ دهد م نتیجه ،ͬͺتارس صدق تعریف بر بنا اخیر، عبارت .M ̸|=v A → ∀xiB اما

M |=v A (٢٠-۴-١)

دارد وجود است v با i‐هم ارز که w مانند دنباله ای ،ͬͺتارس صدق تعریف بر بنا .M ̸|=v ∀xiB و
.M ̸|=w B داریم آن برای که
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‐٣ گزاره بر بنا ندارد، آزادی حضور ∀xi(A → B) در نه و A در نه xi که علت این به حال،
داشت خواهیم (٢٠-۴-١) و (١٩-۴-١) معادلات به توجه با و ١-٣

M |=w A و M |=w ∀xi(A → B).

ͷی این و M؛ |=w B ͬ دهد م نتیجه که M |=w A → B داریم ͬͺتارس صدق تعریف بر بنا پس،
� است. تناقض

در ͬ دهیم. م ارائه صدق مفهوم با ارتباط در دیͽر تعریف چند ما بعد، بخش به ورود از قبل
دید. خواهیم آنها از مختلفͬ مثال های و گشت خواهیم باز تعاریف این به مرور به و آینده بخش های

.١۶-۴-١ تعریف

ارزشͬ دنباله و M مانند ساختاری هرگاه ͬ نامیم م شدن١ͬ برآورده را فرمول ها از Γ مجموعه (١)
به یعنͬ کنند. برآورده همزمان شͺل به را Γ فرمول های همه که شوند پیدا نحوی به v مانند

باشیم داشته A(x̄) ∈ Γ هر ازای

M |=v A(x̄).

است. Γ برای مدلͬ v و M ͬ گوییم م و M |=v Γ ͬ نویسیم م وضعیتͬ چنین در

و ساختار هر در A(x̄) هرگاه ͬ نامیم م Γ فرمول های مجموعه منطق٢ͬ نتیجه را A(x̄) فرمول (٢)
ͬ دهیم: م نمایش زیر نماد با را مطلب این باشد. درست است Γ برای مدلͬ که ارزشͬ دنباله

Γ |= A(x̄).

ͬ نویسیم م ∅ |= A(x̄) جای به باشد تهͬ Γ مجموعه که صورتͬ در (٣)

|= A(x̄).

است. معتبر منطقاً A(x̄) بͽوییم که است این با معادل بالا تعریف از سوم قسمت .١٧-۴-١ تذکر
معتبر منطقاً فرمولͬ A(x̄) که است این منظورمان |= A(x̄) ͬ نویسیم م وقتͬ بعد به این از بنابراین،

است.

١satisfiable
٢logical consequence
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مقدماتͬ هم ارزی ساختار، دو بین تمایز ۵-١

ساختار دو مقایسه برای ابزاری چه اول مرتبه منطق بدانیم که است این بخش این در ما اصلͬ سؤال
مرتبه منطق اساساً که بیاوریم یاد به است بهتر آن از قبل ͬ گذارد. م ما اختیار در N و M مانند دلخواه
کنیم. استفاده ریاضͬ ساختارهای مقایسه برای آن از ͬ خواهیم م که است چیزهایی چه شامل اول
است. شده تشͺیل صدق» «مفهوم و «جملات» «فرمول ها»، از اساساً اول مرتبه منطق لحظه، این تا
اول مرتبه منطق دیدگاه از را ساختار دو آنچه که است این ͬ رسد م ذهن به که چیزی اولین بنابراین،

کاذبند. یا صادق آن ها در جملاتͬ و فرمول ها چه که ͬ گردد م بر مطلب این به ͬ کند م متمایز
پیچیده بسیار ͬ تواند م ساختار دو این مقایسه مسئله باشد متفاوت هم با ساختار دو این زبان اگر
N زبان و است P مانند محمولͬ نماد ͷی تنها دارای که است زبانͬ در M کنید فرض مثلا́ شود.
دهیم انجام باید ساختار دو این مقایسه برای که کاری اولین باشد. f مانند تابعͬ نماد ͷی تنها دارای
رفتاری که کند تعریف نحوی به را تابع ͷی که کرد پیدا فرمولͬ M در ͬ توان م آیا بدانیم که است این
رفتاری که یافت تعریف پذیر محمولͬ N در ͬ توان م آیا عکس بر یا باشد. داشته N در f به شبیه
«تعبیرپذیری و «تعبیرپذیری١» نام به مفهومͬ به وضعیتͬ چنین مطالعه باشد. داشته M در P به شبیه
منطق در پیشرفته تر درسͬ در جایͽاهش و است درس این حوزه از خارج که ͬ انجامد م دوسویه٢»

ست. مدل ها نظریه یا
باشند. زبان ͷی در مقایسه مورد ساختار دو که ͬ کنیم م بررسͬ را وضعیت هایی تنها ما بنابراین،
کار و سر آنها با ریاضیات در که ساختارهایی اتفاق به قریب اکثر در که دلیل این به علاوه، به

ͬ کنیم: م وضع بخش این پایان تا کم دست را زیر قرارداد ͬ شود، م ظاهر تساوی محمول داریم،

دو محمول ͷی وجود ͬ کنیم، م بررسͬ که L مانند زبانͬ هر در بخش، این در .١-۵-١ قرارداد
به این از بنابراین، ͬ شود؛ م تعبیر «تساوی» با L‐ساختاری هر در که ͬ گیریم م فرض را موضعͬ
استفاده فرمول ها در «=» نماد از آزادانه و ͬ کنیم نم اشاره ای صراحتاً تعبیرش و محمول این به بعد

کرد. خواهیم

نتیجه که ͬ دادیم م ارائه تعبیری دلخواه شͺلͬ به و ͬ گرفتیم م نظر در را L مانند زبانͬ ما کنون، تا
نداشتیم. محدودیتͬ هیچ کار این برای واقع، در بود؛ جدید L‐ساختͬ داشتن آن

ͬ های ویژگ یا ویژگͬ که هستیم ساختارهایی یافتن دنبال به L مانند زبانͬ در کنید فرض اما،
حداقل که کنیم پیدا را ساختارهایی ͬ خواهیم م کنید فرض مثال، عنوان به باشند. داشته مشخصͬ

کنیم تعریف زیر شͺل به را λ۵ مانند جمله ای ͬ توانیم م کار این برای دارند. عضو ۵

∃x۱ · · · x۵

۵∧∧
i ̸=j
i,j=۱

xi ̸= xj.

١interpretability
٢bi-interpretability
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باشیم داشته آن ها برای که هستیم M مانند L‐ساختارهایی همه دنبال به عملا́ ما صورت،  این در

M |= λ۵.

مانند جمله ای ͬ توانیم م دارند، عضو ۹ حداکثر که بیابیم را ساختارهایی همه بخواهیم اگر یا
کنیم تعریف زیر شͺل به را µ۹

∃x۱ . . . x۹∀y(
۹∨

i=۱
y = xi).

داشته آن ها برای که ͬ شود م تبدیل M مانند L‐ساختارهایی همه یافتن به ما سؤال مجدداً، که
باشیم

M |= µ۹.

باشد. R(x, y) مانند دیͽری موضعͬ دو محمول دارای تساوی بر علاوه L زبان کنید فرض حال،
گراف ͷی ساده، گراف ͷی ͬ تواند م L‐ساختار ͷی دیده ایم، کنون تا که مثال هایی اساس بر
بسیاری یا و خطͬ ترتیب ͷی جزئͬ، ترتیب ͷی درخت، ͷی طوق، بدون گراف ͷی جهت دار،

باشد. دیͽر چیزهای
را جملاتͬ توانیم مͬ دارند جزئͬ ترتیبی که بیابیم را L‐ساختارهایی بخواهیم که صورتͬ در

بͽیریم: نظر در زیر شͺل به

φir : ∀x¬R(x, x)

φtr : ∀xyz(R(x, y) ∧R(y, z) → R(x, z)).

اگر تنها و اگر است جزئͬ ترتیبی M مانند L‐ساخت ͷی حال،

M |= {φir, φtr} .

مقایسه پذیرند R طریق از هم با عناصر همه ͬ  کند م بیان که بͽیریم نظر در هم را زیر جمله ی اگر

φlin : ∀xy(x = y ∨R(x, y) ∨R(y, x)),

جملات از زیر مجموعه گرفتن نظر در با ͬ توانیم م

Tlo := {φir, φtr, φlin} ,

است خطͬ ترتیب ͷی M مانند ساختاری که برسیم نتیجه این به کرده ایم، مشخص Tlo با آنرا که
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اگر تنها و اگر
M |= Tlo.

باشد آن مدل که ساختاری هر که بͽیریم نظر در را جملات از مجموعه ای ͬ توانیم م ما بیشتر، حتͬ
در را جملات از زیر مجموعه کافیست باشد! عضو ۹ حداکثر و عضو ۵ حداقل با خطͬ ترتیبی

بͽیریم نظر
{φir, φtr, φlin, λ۵, µ۹} .

:L = {R۲} زبان در .٢-۵-١ تمرین

باشیم داشته M مانند ساختاری هر برای که بنویسید را Tn مانند جملات از مجموعه ای (١)
باشد. عضو n دقیقاً دارای M اگر تنها و اگر M |= Tn

M |= باشیم داشته M مانند ساختاری هر برای که بنویسید Tsg مانند جملات از مجموعه ای (٢)
بدون گراف ساده، گراف از (منظور باشد. طوقͬ بدون و ساده گراف M اگر تنها و اگر Tsg

است.) تقارنͬ آن در داشتن یال رابطه ی یعنͬ است؛ جهت

M |= باشیم داشته M مانند ساختاری هر برای که بنویسید T۳ مانند جملات از مجموعه ای (٣)
وجود ۳ طول با دوری هیچ آن در که باشد طوقͬ بدون و ساده گرافͬ M اگر تنها و اگر T۳

ندارد.

M |= باشیم داشته M مانند ساختاری هر برای که بنویسید T۴ مانند جملات از مجموعه ای (۴)
وجود ۴ طول با مسیری هیچ آن در که باشد طوقͬ بدون و ساده گرافͬ M اگر تنها و اگر T۴

ندارد.

M |= باشیم داشته M مانند ساختاری هر برای که بنویسید T۵ مانند جملات از مجموعه ای (۵)
باشد. ۵ حداقل رأسش هر درجه که باشد طوقͬ بدون و ساده گرافͬ M اگر تنها و اگر T۵

است: Tpo منطقͬ نتیجه ͬ کند م بیان را بودن پادتقارن١ͬ خاصیت که φas جمله دهید نشان (۶)

φas : ∀xy(R(x, y) → ¬R(y, x)).

است. φtr و φir جمله دو از متشͺل که است جزئͬ ترتیب های نظریه Tpo از منظور

در اول مرتبه جملات از مجموعه ای وقتͬ ͬ بینیم، م بالا تمرین های و مثال ها در که همان طور
کنند. بیان را معناداری ͬ های ویژگ ͬ توانند م ͬ گیرند م قرار هم کنار

.٣-۵-١ تعریف
١anti symmetric
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قرار هم کنار در که است اول مرتبه فرمول های از مجموعه ای اول٢ مرتبه نظریه ͷی از منظور (١)
ͬ گیرند. م

برآورده همزمان طور به M مانند ساختاری در T مانند نظریه ای فرمول های همه که صورتͬ در (٢)
ͬ نامیم. م T نظریه از مدلͬ را M شوند،

نباشد؛ T منطقͬ نتیجه ¬φ هرگاه نامیم ١ سازگار معنایی لحاظ به T نظریه با را φ فرمول (٣)
یعنͬ

T ̸|= ¬φ.

یعنͬ نباشد؛ T منطقͬ نتیجه φ هرگاه نامیم مستقل٢ معنایی لحاظ به T نظریه از را φ فرمول (۴)

T ̸|= φ.

مفروضند. T نظریه و φ فرمول .۴-۵-١ گزاره

باشد. مدلͬ دارای T ∪ {¬φ} نظریه اگر تنها و اگر است مستقل معنایی لحاظ به T از φ (١)

باشد. مدلͬ دارای T ∪ {φ} نظریه اگر تنها و اگر است سازگار معنایی لحاظ به T با φ (٢)

باشد. سازگار T با ¬φ اگر تنها و اگر است مستقل T از φ (٣)

طبق .T ̸|= φ داشت خواهیم تعریف طبق باشد، مستقل T از φ که صورتͬ در (١) برهان.
.M ̸|= φ اما M |= T داریم آن برای که داشت خواهد وجود M مانند ساختاری ١۶-۴-١ تعریف
عکس ͬ خواستیم. م که است چیزی همان این و M |= ¬φ داشت خواهیم ٢۵-١-٣ گزاره بنابر

ͬ آید. م بدست مشابهاً هم مطلب
طبق .T ̸|= ¬φ داریم تعریف طبق باشد، سازگار معنایی لحاظ به T با φ کنید فرض (٢)
M ̸|= اما M |= T داریم آن برای که داشت خواهد وجود M مانند ساختاری ١۶-۴-١ تعریف
بدست مشابهͬ استدلال با هم مطلب عکس .M |= φ داشت خواهیم ٢۵-١-٣ گزاره بنابر .¬φ

ͬ آید. م
� ͬ شود. م نتیجه (٢) و (١) قسمت های از مستقیماً (٣)

جمله با که بودن٣ چͽال خاصیت بͽیرید. نظر در را ،Tlo خطͬ، ترتیب های نظریه .۵-۵-١ مثال
است: مستقل Tlo از ͬ شود م بیان زیر

φdense : ∀xy
(
R(x, y) → ∃z(R(x, z) ∧R(z, y))

)
.

٢first-order theory
١semantically consistent
٢semantically independent

٣being dense
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زیر ساختارهای مانند نیستند چͽال که دارند وجود خطͬ ترتیب های که است این علت

M۱ := ⟨N, <⟩ و M۲ := ⟨Z, <⟩.

است. چͽال غیر متناهͬ خطͬ ترتیب هر که داد نشان توان مͬ کلͬ حالت در
چͽالند که دارند وجود خطͬ ترتیب های زیرا هست! نیز سازگار Tlo با بودن چͽال خاصیت اما

مانند

M۳ := ⟨Q, <⟩,

M۴ := ⟨R, <⟩,

M۴ := ⟨[۰,۱), <⟩.

با هم که هست φdense مانند فرمولͬ آن برای که Tlo مانند دیدیم را نظریه ای بالا، مثال در
از نیستند. Tlo منطقͬ نتیجه φdense نه و ¬φdense نه یعنͬ، است؛ مستقل آن از هم و سازگار آن
دارد وجود فرمول هایی چنین برایشان که نظریه هایی بین که است مهم بسیار و مفید منطقͬ دیدگاه

شویم: قائل تمایز نیستند اینگونه که نظریه هایی و

ͬ گوییم م تمام١ یا کامل معنایی لحاظ به را L زبان در T مانند اول مرتبه نظریه ای .۶-۵-١ تعریف
نظریه آن صورت این غیر در .T |= ¬φ یا T |= φ باشیم داشته φ مانند L‐جمله هر ازای به هرگاه

ͬ نامیم. م ناتمام٢ یا ناکامل معنایی لحاظ به را

تمیز قدرت نظریه آن که دارند وجود فرمول هایی همواره ناتمام نظریه ای برای دیͽر، بیان به
که کند قضاوت تواند نمͬ اساساً خطͬ ترتیب های نظریه مثلا́، ندارد. را آنها غلطͬ و درستͬ بین
فرمول هر که است ویژگͬ این دارای کامل نظریه ای که، حالͬ در غلط. یا است درست بون چͽال
دهد. ارائه فرمول آن درباره کامل قضاوتͬ است قادر نظریه آن کنیم، انتخاب زبانش در که دلخواهͬ

.٧-۵-١ تمرین

است. سازگار آن با همچنین و مستقل Tpo از φlin فرمول که دهید نشان (١)

باشد. بیشین٣ عضو وجود معنای به که بنویسید Tlo نظریه زبان در ای جمله (٢)

است. سازگار آن با همچنین و مستقل Tlo از بیشین عضو وجود که دهید نشان (٣)

نیستند؟ کامل Tpo و Tlo چرا (۴)

.٨-۵-١ تعریف
١semantically complete
٢semantically incomplete

٣maximum
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این و ͬ نامیم م M نظریه صادقند M در که را جملاتͬ همه ،M مانند L‐ساختͬ برای (١)
ͬ دهیم. م نمایش Th(M) با را مجموعه

هر برای هرگاه M ≡ N ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م مقدمات١ͬ هم ارز را N و M L‐ساخت دو (٢)
باشیم داشته φ مانند L‐جمله

M |= φ ⇐⇒ N |= φ.

باشیم داشته هرگاه هستند مقدماتͬ هم ارز N و M دیͽر عبارت به

Th(M) = Th(N).

.٩-۵-١ مثال

جمله ای ͬ توان م زیرا نیستند؛ مقدماتͬ هم ارز متفاوت اعضای تعداد با متناهͬ ساختار دو هر (١)
باشد. عضو n دقیقاً وجود معنایش که نوشت

نیستند. مقدماتͬ هم ارز هم با ١-٣-١٢ مثال از ساختاری دو هیچ (٢)

.⟨N, <⟩ ̸≡ ⟨Q, <⟩ (٣)

.١٠-۵-١ تمرین

.⟨N, <⟩ ̸≡ ⟨Z, <⟩ که دهید نشان (١)

.⟨N,+⟩ ̸≡ ⟨Z,+⟩ که دهید نشان (٢)

است. کامل نظریه ای ،Th(M) آن، نظریه M مانند ساختاری هر ازای به .١١-۵-١ گزاره

داریم φ مانند جمله ای هر ازای به ١-٣-٢٠ نتیجه بنابر برهان.

M |= φ یا M |= ¬φ.

داریم همواره که است واضح نتیجه، در .¬φ ∈ Th(M) یا φ ∈ Th(M) همواره نتیجه، در

Th(M) |= φ یا Th(M) |= ¬φ.

�

١elementarily equivalent

۴٧



اول مرتبه منطق برای استنتاج دستگاه ۶-١ ١ فصل

اول مرتبه منطق برای استنتاج دستگاه ۶-١

باشیم داشته M مانند ساختاری هر ازای به هرگاه است معتبر منطقاً A مانند جمله ای .١-۶-١ تذکر

A ∈ Th(M).

برای که است این دارد وجود اول مرتبه منطق و گزاره ها منطق بین که اساسͬ تفاوت ͷی
استفاده با تواند مͬ که دارد وجود الͽوریتم ͷی گزاره ها منطق در معتبر منطقاً فرمول های تشخیص

نه. یا هست معتبر منطقاً فرمول ͷی آیا دهد تشخیص ارزش  جداول از
بودن اثبات پذیر با بودن معتبر منطقاً که ͬ دانیم م تمامیت و صحت قضایای اساس بر که هرچند
در فرمول ͷی بودن معتبر منطقاً تشخیص برای کلͬ حالت در که است آسان تر شاید است، معادل
معادلͬ– البته مختلفͬ–و استنتاجͬ دستگاه های به نه و کنیم رجوع ارزش جداول به گزاره ها منطق
نقشͬ گزاره ها منطق برای مختلف استنتاجͬ دستگاه های واقع، در دارند. وجود منطق این برای که
مطلب این ͬ کنند. م ایفا فرمول ها بودن برآورده شدنͬ تعیین برای بهینه تر الͽوریتم های یافتن در مهم
مسئله به که فرمول ها، بودن برآورده شدنͬ مسئله زیرا دارد اساسͬ اهمیتͬ محاسبات نظریه دیدگاه از

است. NP‐کامل٢ ١ مسئله ای است، معروف SAT
منطق برای الͽوریتمͬ چنین ͬ آید، م بدست گودل ناتمامیت قضیه از که نتیجه ای بنابر طرفͬ، از
اثبات را مطلب این گودل ناتمامیت قضیه بیان از بعد ما باشد؛ داشته وجود ͬ تواند نم اول مرتبه
پیدا بیشتر اهمیتͬ اول مرتبه منطق برای استنتاجͬ دستگاه های یا دستگاه نتیجه، در کرد. خواهیم
آن که موضوع این بررسͬ از صوری اثباتͬ یافتن خاص فرمولͬ برای است ممͺن زیرا، ͬ کنند م
مقابل در معنایی بررسͬ یعنͬ رهیافت، دو این باشد. آسان تر است درست ساختارها همه در فرمول
بود، خواهند معادل هم با تمامیت و صحت قضایای بنابر اینکه ͬ رغم عل صوری‐استنتاجͬ، بررسͬ

باشند. داشته یͺدیͽر با معنادار تفاوتͬ مسئله ها بعضͬ برای پاسخ یافتن در ͬ توانند م
علاوه به گزاره ها منطق موضوعه اصول نمونه های همه شامل اول مرتبه منطق موضوعه اصول
اصول C و B ،A دلخواه فرمول های ازای به بنابراین، است. عمومͬ سور درباره جدید اصل دو

ͬ کنیم: م وضع گزاره ها منطق به شبیه اول مرتبه منطق برای را زیر موضوعه

(A۱) A → (B → A).

(A۲) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

(A۳) (¬A → ¬B) → ((¬A → B) → A).

اصل باشد، آزاد A(x) در x جای به t که صورتͬ در t ترم هر و A(x) فرمول هر برای علاوه، به

١Non-deterministic Polynomial
٢NP-complete
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ͬ کنیم: م اضافه ͬ گوییم م تخصیص» «اصل آن به که را زیر

(A۴) ∀xA(x) → A(t).

را زیر اصل باشد، نداشته A در آزاد حضوری x که صورتͬ در B و A فرمول دو هر برای همچنین،
ͬ افزاییم: م پیشین اصول بر هم

(A۵) (∀x(A → B)) → (A → ∀xB).

MP یا مقدم وضع قاعده اولͬ که است اول مرتبه منطق برای استنتاج قواعد تعیین ͬ ماند م آنچه
گزاره هاست: منطق به شبیه

A, A → B
B

(MP),

ͬ نامیم: م تعمیم١ قاعده آنرا که است زیر قرار به دیͽر قاعده و

A
∀xA

(Gen)

را خاصͬ شرایط A۵ و A۴ اصل دو در چرا که ͬ شود م مشخص برایمان زیر مشاهده دو در
کردیم. وضع ترم ها و متغیرها درباره

و رأس دو از که داریم M نام به زیر مانند ساختاری گراف ها زبان در کنید فرض .٢-۶-١ مشاهده
است: شده تشͺیل طوق دو

.....

M

داریم که است واضح صورت، این در

M |= ∀x∃y¬R(x, y).

شرط A۴ در اگر حال نیست. آزاد x جای به y جایͽزینͬ ∃y¬R(x, y) فرمول در که کنید دقت
١Rule of Generalization
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ͬ بود: م آن از نمونه ای زیر فرمول نداشتیم، را x جای به t بودن آزاد

∀x∃y¬R(x, y) → ∃y¬R(y, y),

باشد. درست M ساختار در ͬ تواند نم بوضوح که
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